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В работе для классов функций  1 2,H Q 
 и    , ,  0 3,   : 0 , 1 ,pH Q p Q x y       

определяемых выпуклыми модулями непрерывности      1 2, ,t и      найдены точные верхние 

грани приближения непрерывных функций билинейными интерполяционными сплайн–функциями 
нечëтных порядков по обеим переменным в равномерной метрике. 

 
Калимаҳои калидӣ: сплайнҳои бихаттӣ, модули бефосилагӣ, наздиккунии сарҳади  саҳеҳи болоӣ.   
 

Дар мақола барои синфи фуксияҳои  1 2,H Q 
 ва    , ,  0 3,   : 0 , 1 ,pH Q p Q x y       ки ба 

воситаи модулҳои бефосилагии    1 2,t   ва     дода шудаанд, сарҳади саҳеҳи  болоии 

наздиккунии функсияҳо бо  сплайн-функсияҳои тоқ дар метрикаи мунтазам ѐфта шудаанд. 
 
Key words: bilinear splines, continuity modules, upper bounds for the approximation.  
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In this paper, for classes of functions  1 2,H Q 
,    , ,  0 3,   : 0 , 1pH Q p Q x y       we difine 

the convex  modul of continuity      1 2,t    and      and find the  exact  tops of approximation of 

continuous functions by bilinear interpolation splines-functions of odd order in both  variables in the uniform 
metric. 

 
 

Пусть  : 0 , 1Q x y    † единичный квадрат в плоскости переменных x  и ,y  на котором 

задана непрерывная функция  ,f x y  и система точек  , : / , / ,   0, ;   0,k iM M k m i n k m i n    ‟ 

фиксированные числа. Прямоугольники с вершинами в точках 

, , 1 1,   1, 1, , , 0, 1;   0, 1k i k i k i k iM M M M k m i n         обозначим через kiQ . Через  1 2,H Q 
 

обозначим совокупность  ,f x y , удовлетворяющих условиям:  

        1, , ,   , 0,1 ,   0,1 ,f x y f x y x x x x y              (1) 

         2, , ,   , 0,1 ,   0,1 ,f x y f x y y y y y x              (2) 

 где  1 t  и  

 2    † некоторые заданные модули непрерывности. Легко доказать, что если 

функция  ,f x y  удовлетворяет условия  1  и  2  то она удовлетворяет условию  

        1 2, ,f x y f x y x x y y             (3) 

 и наоборот. 

Через  , (0 )pH Q p    обозначим множество функций  , ,f x y  определенных на Q  и 

таких, что для любых двух точек  : , , : ( , )M M x y M M x y        из Q  выполняется 

неравенство  

      , ,pf M f M M M          

где  

  , | | ,     0 ,p pp
p M M x x y y p              

а  t  ‟ заданный на отрезке 0 2  (0 )
p

t p     модуль непрерывности. Очевидно, что 

при p   расстояние  

   , max , .M M x x y y
         

Поставим в соответствие каждой функции    ,f x y C Q  функцию 

     ,

, ; , ,   , ,
r s

m n f x y C Q r s  N  определенную следующими условиями: 

1) на каждом частичном прямоугольнике  , 1 1: ,   ,k i k k i iQ x x x y x y       ( 0, 1;k m   

0, 1;)i n   функция  , ; ,m n f x y  есть алгебраический многочлен 2 1r  -й степени по x  и 

2 1s  -й степени по ;y     ,2)     ; , , 0, ;   0, ;m n k i k if x y f x y k m i n     

   ,

,3)     ; , 0,   1, ;   1, .
l j

m n k if x y l r j s     

Фунции  , ; ,m n f x y  (см., например, [1] с.157-160) называют сплайн‟ функциями порядка 

2 1r    по x  и 2 1s   по y  или просто сплайн-функциями дефекта 1r   по x  и 1s   по y . 

Очевидно, что для  ,x y Q  имеет место легко проверяемое представление  

        , 1 1 1 1; , ,m n k i r k s if x y f x y H x x H y y          

           1 1 1 1, ,k i r k s i k i r kf x y H x x H y y f x y H x x            
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         , ,s i k i r k s iH y y f x y H x x H y y        (4) 

 где  ,qH h t  † алгебраический многочлен степени 2 1,q   удовлетворяющий следующим 

условиям: 

1.  ;qH u  строго убывает на промежутке  0,  от  1 ;0qH   до  

 0 ; ;qH    

2. 
         ;0 ;    1,2, , ;
l l

q qH H l q      

3.  ;qH u  для 0 / 2u    выпукла вверх, а для / 2 u    выпукла вниз; 

4.    ; ; 1.q qH u H u      

В этой статье найдены точные верхние грани уклонений сплайн‟функций  , ; ,m n f x y  от 

функций    ,f x y QM , где  QM  есть один из введенных классов функций  1 2,H Q 
 или 

 , ,0 3pH Q p   . 

Сформулируем основные результаты данной статьи. 

Теорема 1  Каковы бы ни были выпуклые модули непрерывности  1 t  и  2 ,    справедливо 

равенство  

                                 (
 

  
)    (

 

  
)  

Теорема 2  Если  1 t  и  2   — произвольные модули непрерывности, то для любых 

,m nN  справедливы соотношения:  

                               
 

 
   (

 

  
)    (

 

  
)   

    
     

   
           

            

                 
 

 

 
  

   

Теорема 3  Если  t  — выпуклый модуль непрерывности, то для любых ,m nN  и 

любого  0,3p  справедливо равенство  

                              (
 

 
√

 

   
 

  

 

)  (5) 

 При 3p   существует функция  ,

0 ,pf H Q  для которой соотношение (4) не имеет 

место, а именно  

                 (
 

 
√

 

   
 

  

 

)  

Доказательства теорем 1 и 2 повторяют схемы доказательств аналогичных теорем для 
обычных билинейных сплайнов, приведенные в работе В.Ф.Сторчая [2], а потому мы здесь не 
приводим их доказательство. 

 Доказательство теоремы 3. Пусть   ,, k ix y Q  ( 0,1, , 1;k m    0,1, , 1).i n    Положим 

;kt x x   ;iy y    1/ ;   1/ .h m n   Тогда из представления (4) и явного полинома  ,qH u   

получим   

       , ; , , , ,m n k i r sf x y f x y H h t H        1, , ,k i r sf x y H h h t H      

      1, , ,k i r sf x y H h t H            1 1, , , .k i r sf x y H h h t H         (6) 

 Используя третье свойство функции  , ,qH u   запишем функцию  ,f x y  в виде  

             , , , , , ,r r s sf x y f x y H h t H h h t H H               

            , , , , , ,r s r sf x y H h t H f x y H h t H          
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            , , , , , , .r s r sf x y H h h t H f x y H h h t H          (7) 

Вычитая равенство  6  почленно из  7 ,  запишем разность  

            ,, ; , , , , ,m n k i r sf x y f x y f x y f x y H h t H          

         1, , , ,k i r sf x y f x y H h h t H          

         , , , ,k i r sf x y f x y H h t H         

         1 1, , , , .k i r sf x y f x y H h h t H            (8) 

 Оценивая по абсолютной величине равенство  8  и учитывая выпуклость модуля 

непрерывности   ,u  получаем  

           ,, ; , , , , ,m n k i r sf x y f x y f x y f x y H h t H        

       1, , , ,k i r sf x y f x y H h h t H        

       1, , , ,k i r sf x y f x y H h t H         

       1 1, , , ,k i r sf x y f x y H h h t H           

     , , | |p pp
r s k iH h t H x x y y        

     1, , | |p pp
r s k k iH h h t H x x y y          

     1, , | |p pp
r s k i iH h t H x x y y           

     1 1, , | |p pp
r s k k i iH h h t H x x y y             

   , , ( ) ( )p pp
r s p p

t
H h t H

m n


  

 
    

 

 

   
1

, ,

p p

p
r s

t
H h h t H

m n


  

           
    
 

 

   
1

, ,

p p

p
r s

t
H h t H

m n


   

           
    
 

 

 

   
1 1

, ,

p p

p
r s

t
H h h t H

m n


   

             
    
 

 

            , , ] ,           , ] .p pp
r r s stH h t h t H h h t H H                  (9) 

В работе [3] доказано, что функции  

        1 , , , ,r rh t tH h t h t H h h t      

         2 , , ,s sH H               

 соответственно на отрезках  0,h  и  0,  максимальные значения принимают в точках 

/ 2t h  и / 2   для 0 3p  , а при 3p   на указанных отрезках существуют точки, в 

которых соответствующий максимум не достигается, а потому из неравенства (9) получаем  

    
      

              (
 

 
√

 

  
 

 

  

 

)  (10) 
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 где 0 3.p   

Теперь при любых 0, 1k m   и 0, 1i n   введем в рассмотрение функцию  

         

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
      

1 1
( ) ( ) , , , , ;

2 2

p pp

k i k k i ix x y y x y x x y y
m n


 

       
 

     1 1

1 1
( ) ( ) , , , , , ;

2 2

p pp

k i k k i i ix x y y x y x x y y y
m n

  

 
       

 

     1 1

1 1
( ) ( ) , , , ;

2 2

p pp

k i k k ix x y y x y x x y
m n

  

 
       

 

     1 1 1 1

1 1
( ) ( ) , , , , .

2 2

p pp

k i k k i ix x y y x y x x y y
m n

    

 
       

 

 

 Применяя лемму 2 Н.П.Корнейчука (см., например, монографию [4] с.177-178) убедимся, 

что функция  ,

0 (0 3)pf H Q p    и, так как для этой функции  , 0; , 0,m n f x y   то мы 

имеем оценку снизу 

    
      

                                 

  
 

 
 

 
, ,

0
, ,
max , max ( ) ( )

k i k i

p pp

k i
x y Q x y Q

f x y x x y y
 

       

  
1 1

( ) ( )
2 2

p pp
k k i ix x y y

m n

 

       
 

1 1 1
.

2
p

p pm n

 

   
 

 (11) 

Требуемое равенство (5) получаем из сопоставления неравенств (10) и (11), чем и завершаем 
доказательство теоремы 3. 

 Замечание. Теоремы 1-3 показывают, что несмотря на то, что гладкость сплайнов 

 , ; ,m n f x y  гораздо выше (ввиду того, что      ,

, ; ,
r s

m n f x y C Q  ) по сравнению с 

гладкостью билинейных сплайнов  1,1 ; ,S f x y  (поскольку      1,1

1,1 ; ,S f x y C Q ), тем не менее 

погрешность, доставляемая ими на классах функций  1 2,H Q 
 и  , pH Q

 0 3p  , не 

больше, чем погрешность, доставляемая билинейным интерполяционным сплайном 

 1,1 ; , .S f x y  Это следует из сравнения результатов теорем 1-3 с соответствующими 

результатами В.Ф.Сторчая [2].                                                         
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