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Целью настоящей работы является установление эффективных необходимых и достаточных 
условий нѐтеровости задачи Дирихле и Неймана для эллиптической системы второго порядка с 
разрывными коэффициентами и получение формулы для вычисления индекса. 

Калимаҳои калидӣ: хосияти нѐтерӣ, операторҳои интегралии дученакаи сингулярӣ, масъалаи 
Дирихле, индекси масъала. 

Мақсади мақолаи мазкурро муайянкунии шартҳои зарурӣ ва кофиягии самараноки нѐтерӣ барои 
масъалаи Дирихле ва Нейман барои системаҳои эллептикии тартиби дуюм бо коэффитсиентҳои 
канишдор ва ҳосилкунии формула барои ҳисобкунии индекс мебошад. 

Key words: noetherian property, two-dimensional singular integral operators, Dirichlet problem, problem 
index. 

The purpose of this work is to establish effective necessary and sufficient conditions for the noetherian 
problem of Dirichlet and Neumann for a second-order elliptic system with discontinuous coefficients and to 
obtain a formula for calculating the index. 
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В работах [1],[2] была изучена задача Дирихле и Неймана для общих эллиптических систем 
дифференциальных уравнений второго порядка с двумя функциями от двух переменных. В 
предположении непрерывности коэффициентов системы, были установлены необходимые и 
достаточные условия нѐтеровости и даны формулы для вычисления индекса указанных задач. 

1. Пусть        – комплексное число двумерной плоскости   . Определим 

формальные производные от комплексной функции    )       )        ) по следующим 

формулам. 
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Пусть функции    ) и    ) локально суммируемые функции в области     . 

Определение 1(см.[3]). Будем говорить, что функция    ) есть обобщенная производная по  ̅, 
то функции    ), если они удовлетворят соотношению  

∬   )
    )

  ̅
     

 

∬   )   )   

 

  

где    ) -любая финитная функция в   и    )  
    )

  ̅
. 

Определение 2. Установлено, что функция    ) принадлежит пространству Соболева   
   ), 

если эта функция имеет обобщенные производные второго порядка и принадлежит пространству 

     )    . 

В данной работе мы будем рассматривать в единичном круге                следующую 

эллиптическую систему дифференциальных уравнений второго порядка с разрывным 

коэффициентом при производной 
   ̅
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     )      )                                                                              (1) 

где                             )        )  
        , коэффициенты    )    ) и т.д. будем считать непрерывными функциями в  , а 

   )        )          . 

Как  видно из (1), коэффициент при производной     

    ̅̅ ̅

                     в точке  z=0 по всем лучам, 

выходящим из начала координат имеет разные пределы. 

Задача Дирихле. Найти непрерывные решения системы (1) в области D из класса   
   )    

        удовлетворяющие на границе   условию 

                                                        )                                                                       (2) 

Следующее утверждение следует из [4]: 

Теорема 1. Пусть в (1) a (0) = 0 или    )     . Тогда для того, чтобы задача Дирихле (2) для 

эллиптической системы (1) была нѐтеровой, необходимо и достаточно выполнение одного из 

следующих (исключающих друг друга) условий: 

     )         )     для всех      ̅,                    (3) 

     )         )   для всех      ̅    )      для всех      .                         (4) 

При этом, если выполнено условие (3), то задача фредгольмова; если выполнено (4), то индекс 

задачи равен  

            )  
Далее мы будем предполагать, что    )      и    )     . Как отмечено в [4], [5], все функции 

   ), обладающие в   обобщенными производными второго порядка, непрерывные в  ̅ и 

удовлетворяющие на   условию (2), единственным образом представляются в виде 

                )  ∬      )
 

   )       )  )                                                               (5) 

где 

     )  
 

 
  |

   

    ̅|
 

- функция Грина для оператора Лапласа в единичном круге      ,  

f(z) – неизвестная функция из пространства     )      
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Действительно, если    )       )    , то  
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Дифференцируя это равенство по  ̅, получим 
 

 
    )  )     )  

Поэтому, если предположить    )     ̅, то будем иметь 

      )    

   )     )  )      )  
где     ) -  гармоническая функция в  , которая является непрерывной вплоть до границы 

       функцией. Так как     и    )  )    на Г, то       в   и формула   ) доказана. 

Теперь имеем  
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и              ). Подставляя значения указанных производных в систему (1), получим 

следующее сингулярное интегральное уравнение 

   )   )  
 

 ̅
   )    ̅)  )        ̅ ̅)  ))       )  )       )                     ) 

где T - вполне непрерывный в пространствах     )          , оператор. Интегральное 

уравнение (4), относится к изученным в работах [3],[6] уравнениям. 

Рассмотрим сначала систему с главной частью (1) и с "замороженными" в нуле 

коэффициентами: 

   )
   

    ̅
    )    

   ̅

   
    )                                                     ) 

Соответствующее интегральное уравнение 

   )   )  
 

 ̅
   )    ̅)  )        ̅ ̅)  ))       )                            ) 

изучено в работе [7]. 

Введем обозначения: 

    )  √  
 (  

 
 )

   
 
  

                   
   )

   )
  

     и       - соответственно обозначают число линейно независимых (над полем вещественных 

чисел) решений однородной задачи (6), (2) и число условий разрешимости неоднородной задачи. 

Теорема 2. Для нормальной разрешимости задачи (6), (2) в классе   
   )        

     необходимо и достаточно, чтобы 

                     )                     .                                             (9) 

Если           )), то задача (6), (2) имеет в классе   
   )           ) единственное 

решение; 

если      )                 )                         

          ; 

если                         
если                                          
При этом линейно независимые решения однородной задачи и условия разрешимости 

неоднородной выписываются в явном виде. 

Теперь переходим к задаче (2) для исходной системы (1). Предварительно введем следующие 

обозначения. 
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Через     ) обозначим число, равное для         количеству значений  , при которых 

    )       ,  для     )       , а для   значений k, при которых     )       , где по прежнему 

       )    ). Введем еще число 

    )  {

      )                                                  

       )                          )    

                                           )    

 

Теорема 3. Для того, чтобы задача (6), (2) в классе   
   )           была нѐтеровой, 

необходимо и достаточно выполнение условий 

|   )        )  для всех      ̅    )      для всех    ,                            (10) 

          )                                                                                 (11) 

причем индекс задачи равен 

             )        ). 

Как видно из теоремы 1 и 2 отказ от непрерывности коэффициентов существенно влияет на 

нѐтеровость и индекс задачи, причем разрешимость будет зависеть от показателя   лебегового 

пространства     )  

Замечание. Аналогичным образом изучается задача Неймана для системы (1). 
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