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Вожаҳои калидӣ: муодилаи дифференсиалии одии намуди махсус, нуқтаи дорои  сингулярнокии 

паст, формулаи тасвири ҳалли умумӣ, рафтори ҳалҳо, баробариҳои характеристикӣ, масъалаи намуди 
Кошӣ -Рикйе. 

 
Дар мақола муодилаи дар натиҷаи ду маротиба итеронидани оператори дифференсиалии одии 

тартиби якуми дорои нуқтаи сарҳадӣ ва дохилии сингулярнокиаш паст ҳосилшуда мавриди омўзиш 
қарор гирифтааст. Формулаи ҳалли умумии муодила ёфта мешавад ва он дар омўхтани хосиятҳои 
ҳалҳо, рафтори онҳо дар атрофи нуқтаи махсус, гузориш ва ҳалли масъалаҳои намуди Кошӣ - Рикйе бо 
шартҳои дар нуқтаи сингулярнокиаш паст додашуда татбиқ гардидааст. Нишон дода шудааст, ки 
ҳалҳои муодила ва қимати оператори мувофиқ аз онҳо, дар атрофи нуқтаи дорои сингулярнокии паст 
маҳдуд мешаванд. Таъсири махсусияти муодила дар гузориши масъалаҳои канорӣ дар он зоҳир мегардад, 
ки шартҳоро танҳо дар қисми сарҳад гузоштан кофӣ мебошад.  

 
Ключевые слова: обыкновенное дифференциальное уравнение специального типа, слабо 

сингулярная точка, формула представления общего решения, поведение решений, характеристические 
равенства, задача типа Коши - Рикье  

 
В статье изучается уравнение, полученное двукратным итерированием обыкновенного 

дифференциального оператора первого порядка с граничной и внутренней слабо сингулярной точкой. 
Находится формула общего решения уравнения, которая применяется к изучению свойства решений, 
их поведения в окрестности особой точки, постановке и решению задач типа Коши - Рикье с условиями 
в слабо сингулярной точке. Показано, что решения уравнения и значение соответствующего оператора 
от них в окрестности слабо сингулярной точки, остаются ограниченным. Наличие особенности в 
уравнении сказывается в постановке граничных задач и выражается в том, что условия достаточно 
будет задавать на части границы. 

 
Key words: special type ordinary differential equation, weakly singular point, representation formula of 

the general solution, behavior of solutions, characteristic equalities, Cauchy - Ryke type problem. 
 
The article studies the equation obtained by double iterating an ordinary differential operator of the first 

order with boundary and internal weakly singular point. Representation formula of the general solution of the 
equation is found, which is applied to the study of the properties of solutions, their behavior in the neighborhood 
of a singular point, the formulation and solution of Cauchy - Ryke type problems with conditions at a weakly 
singular point. It is shown that the solutions of the equation and the value of the corresponding operator from 
them in the neighborhood of the weakly singular point remain bounded. The presence of a singularity in the 
equation affects the formulation of boundary value problems and is expressed in the fact that it will be sufficient 
to set the conditions on a part of the boundary. 
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ба ғайр аз нуқтаҳои 
21 ,bb  бефосилаанд, ки дар нуқтаҳои мазкур каниши навъи якум дошта 

метавонанд. jb , 2,1=j  нуқтаҳои (махсуси) дорои сингулярнокии пасти муодилаи (1) ва оператори 

мувофиқ ҳисоб меёбанд.  

Таъриф. Функсияи )(xy ҳалли муодилаи (1) дар маҷмўи )(bГ номида мешавад, агар барояш 
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)(),(  муодиларо дар маҷмўи мазкур ба 

айният табдил диҳад. 
Қайд менамоем, ки ба масъалаи омўзиши муодилаҳои дифференсиалии одӣ ва бо ҳосилаҳои 

хусусии коэффитсиентҳояшон дорои сингулярнокиҳои гуногун тадқиқоти зиёде, масалан [1-11]  
бахшида шудаанд. Дар монографияи [6]  усули тадқиқи муодилаҳои дифференсиалии одии тартиби 
якум бо n  нуқтаҳои сингулярӣ ё дорои сингулярнокии баланд ёфта шудааст. Дар он вобаста ба 

ҷойгиршавии нуқтаҳо тасвири интегралии ҳалли умумии муодилаҳо ёфта, бо ёрии он хосиятҳои 
ҳалҳо, рафтори онҳо дар атрофи нуқтаҳои махсус ва масъалаҳои намуди Кошӣ тадқиқ карда 
шудааст. Усули омўзиши дар кори [6] коркардшуда дар тадқиқоти [7], [8] ба тадқиқи муодилаи 
дифференсиалии одии хаттии тартиби дуюми ғайримоделӣ ва дар кори [10] ба омўзиши муодилаи 
ба муодилаи (1) монанд, ки ду нуқтаи сарҳадии сингулярӣ доранд, татбиқ гардидааст. Дар мақолаи 
мазкур усули зикршуда дар тадқиқи муодилаи (1) истифода мегардад.  
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1

10c , 1

11c  , дар вақти ҷуфти 

дигарро маълум ҳисобидан, системаи зинагиии муодилаҳои алгебравии хаттӣ мебошад. Аз он ҷуфти 
2

11

2

10 ,cc  ( 
1

10c , 1

11c ) бо ёрии дигараш якқимата ёфта мешавад. Хулоса, формулаи (9), ки ҳалли 

умумии муодилаи (1) - ро дар фосилаи 
1Γ   ифода менамояд, аз ду доимиҳои ихтиёрии 

2

11

2

10 ,cc  ё 

1

10c , 1

11c  вобаста мебошад. 

Дар фосилаи );( 22 bbГ =  муодилаи (1) - ро  дар намуди  

222 )(

)(

2

1

22

,, 
bx

xf
yА b

−
=+                                                                  (11) 

навиштан мумкин аст, ки дар ин ҷо  
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сарҳадии чапи дорои сингулярнокии пасти он аст. Ҳалли умумии муодилаи (11) дар фосилаи 2Г  

мувофиқи теоремаи 1.1 [11, с.4] бо формулаи зерин ифода меёбад: 
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ки дар ин ҷо  −
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20c  ва 1

21c  - доимиҳои ихтиёрӣ ҳастанд. 

Барои ифодаи 2

22 2,,
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b yA +  бошад, формулаи зерин ҳосил мешавад:  
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Акнун, қимати функсияҳои )(1 xy  ва )(2 xy  - ро аз баробариҳои (9) ва (12) ба формулаи (2) 

гузошта, ҳалли умумии муодилаи (1) - ро дар )(bГ  ҳосил мекунем: 



               (14) 

ки сатрҳои он мувофиқи баробариҳои (4), (7) ва (12) муайян карда мешаванд.  

Барои оператори yA b)(),(  аз функсияи (13) дар асоси баробариҳои (5), (8) ва (13), формулаи 

зерин ҳосил мешавад: 
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Муҳокимаҳоро ҷамъбаст карда ба тасдиқоти зерин молик мешавем: 
Теоремаи 1. Бигзор, нуқтаи дорои сингулярнокии пасти чаптарини муодилаи (1) бо нуқтаи 

чапи канории фосилаи Γ  якҷоя буда, дигараш дар мобайни ин фосила ҷойгир бошад. 

);();( 2121 bbbaГ == , );( 22 bbГ =
21)( ГГΓ b = ,

 1

0

1 Гx   нуқтаи қайдшударо ифода намояд ва 

2

1

1

11 ΓΓГ = , ];( 0

11

1

1 xbГ = , );[ 2

0

1

2

1 bxГ =   бошад. Бигзор, функсияҳои )(xp , )(xq ва )(xf   дар Γ , 

ғайр аз нуқтаҳои 
21 ,bb бефосила буда, шояд дар нуқтаҳои охирин каниши навъи якум дошта 

бошанд.  

Он гоҳ ҳалли умумии муодилаи (1) дар маҷмўи )(\)( bГГ b =  бо формулаи (14) тасвир карда 

мешавад. Дар он 
1

11

1

10 ,cc  (ё 
2

11

2

10 ,cc ), 
1

21

1

20 ,cc  - доимиҳои ихтиёрӣ  ҳастанд ва ҷуфтҳои 
1

11

1

10 ,cc  ва 

2

11

2

10 ,cc бо ёрии системаи  (10) бо ҳамдигар якқимата ифода меёбанд. Барои дараҷаи якуми оператори 

yA b)(),(  аз функсияи (14) формулаи (15) ҷой дорад. 

Қайди 1. Бевосита, аз тасвирҳои интегралии  (14) ва (15) бармеояд, ки ҳамаи ҳалҳои муодилаи 

(1) ва ифодаҳои yA b)(),(  дар атрофи нуқтаҳои махсуси 1b ва 2b  маҳдуданд. 

Қайди 2. Формулаи (14) баргарданда мебошад, дар он доимиҳои 
1

11

1

10 ,cc  (ё 
2

11

2

10 ,cc ), 
1

21

1

20 ,cc - 

ро аз рўи )(xy  якқимата ёфтан мумкин аст. Дар ин ҳол доимиҳои 
1

11

1

10 ,cc  - ро аз сатри якуми 

формулаҳои (14) ва (15) истифода бурда дар асоси баробариҳои характеристикии 
1

1001
)( cxy

bx
=

+=
,   

1

110)(),(
1

cyA
bxb =
+=                                        (16)   

ёфта, сипас аз рўи онҳо доимиҳои 
2

11

2

10 ,cc - ро аз системаи (10) муайян мекунем. Бо тарзи дигар амал 

кардан мумкин аст, ки дар он аввал доимиҳои 
2

11

2

10 ,cc - ро аз сатри дуюми формулаҳои (14) ва (15)   

истифода бурда дар асоси баробариҳои характеристикии 
2

1002
)( cxy

bx
=

−=
,   

2

110)(),(
2

cyA
bxb −=
−=

                              
        (17) 

муайян карда, сипас бо ёрии онҳо доимиҳои 
1

11

1

10 ,cc - ро аз системаи (10) меёбем.  

Доимиҳои 
1

20c  ва 1

21c  аз сатри сеюми формулаҳои (14) ва (15) дар асоси баробариҳои  

1

2002
)( cxy

bx
=

+=
,   

1

210)(),(
2

cyA
bxb =
+=                                          (18) 

ёфта мешаванд. 
Формулаи ҳосил кардашудаи ҳалли умумии муодилаи (1) ва баробариҳои  

характеристикӣ имконият медиҳанд, ки масъалаҳои намуди Кошӣ - Рикйе  гузошта ва ҳал карда 
шаванд. 

Масъалаи 1. Ҳангоми иҷро шудани шартҳои теоремаи 1 ҳалли муодилаи (1) тавре ёфта 
шавад, ки ба яке аз гурўҳи шартҳои зерин тобеъ бошад: 
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Дар ин ҷо 

1

jsy
+

, 2,1=j ,

1

2sy
−

, 1,0=s  - ададҳои додашуда мебошанд. 

Тарзи ёфтани ҳалли муодилаи (1) - ро дида мебароем, ки шартҳои (19) - ро қонеъ мегардонад. 

Мувофиқи шартҳои (19), 
 

ҳангоми 1=j  дар асоси сатрҳои якуми формулаҳои (14), (15) ва 

баробариҳои характеристикии (16)  доимиҳои 
1

11

1

10 ,cc
 
чунин ёфта мешаванд :  

1

1

1

1 ss yc
+

= , 1,0=s .                                                                (21) 

Ин қиматҳои ёфташударо ба системаи (10) гузошта системаи  
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- ро ҳосил мекунем, ки аз он доимиҳои ихтиёрии 
2

11

2

10 ,cc  якқимата ёфта мешаванд. Мувофиқи 

шартҳои (19),
 
ҳангоми 2=j  дар асоси сатрҳои сеюми формулаҳои (14), (15) ва баробариҳои 

характеристикии (18)  доимиҳои 
1

21

1

20 ,cc
 
чунин ёфта мешаванд:  

1

2

1

2 ss yc
+

= , 1,0=s .                                                                    (23) 

Қимати ёфташудаи доимиҳоро ба формулаи (14) гузошта ҳалли ягонаи муодилаи (1) -  
ро меёбем, ки шартҳои (19)

 

- ро қонеъ мегардонад. 
Теоремаи 2. Бигзор, барои муодилаи (1) шартҳои теоремаи 1 ҷой дошта бошанд. Он  

гоҳ масъалаи Кошӣ-Рикйе бо шартҳои (19)
 
ҳалли ягона дорад ва он аз формулаи (14)  дар вақти 

доимиҳои ихтиёрии 
1

11

1

10 ,cc
 
- ро бо ёрии маълумҳои ибтидоӣ аз рўи баробарии (21), доимиҳои

2

11

2

10 ,cc

- ро бо қимати мувофиқашон аз системаи (22) ва доимиҳои ихтиёрии 
1

21

1

20 ,cc
 
- ро бо маълумҳои 

ибтидоӣ мувофиқи
 
баробарии

 
(23) иваз кардан ҳосил мешавад. 

Монанди ҳамин ҳалли муодилаи (1) ёфта мешавад, ки шартҳои (20) - ро қонеъ мегардонад. 
Мисол. Ҳалли  муодилаи           
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  тавре ёфта шавад, ки шартҳои зеринро қонеъ 

гардонад: 
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Муодилаи додашударо бо (1) муқоиса карда хулоса мебарорем, ки барои он 01 =b ,  12 =b

, 
2

1
21 ==   , )1;0(1 =Г , )2;1(2 =Г

 
буда, 

1

0

1 Гx   нуқтаи қайдшударо ифода намояд, он гоҳ 

2

1

1

11 ΓΓГ = , ];0( 0

1

1

1 xГ = , )1;[ 0

1

2

1 xГ =  мешавад. Ҳалли умумии муодиларо дар асоси формулаи  

(14) меёбем.   Сатри якуми ин формуларо дар асоси баробарии (4) муайян  мекунем. Барои ин аввал 

функсияҳои  )(1
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Маълумҳои болоиро ба формулаи (4) гузошта, баъди баъзе дигаргуниҳо ҳосил мекунем: 
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Дар ин ҷо интеграли якумро дар боло ҳисоб карда будем. Монанди ҳамин интеграли  
дуюмро ҳисоб мекунем.  

2
)1(

1

0
.)1(

1
)1( 2

1

2

1

0

2

1

2

1

2

1

2

1






 +−−

−
−=














−−

−
−=−

−

xx
x

x
arctg

x
arctgd

x

 

Акнун ҷавоби интегралҳоро ба формулаи (25) гузорем, он гоҳ ҳосил мекунем: 
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ё ки баъди сода кардан 
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Аз ин ҷо бевосита  сатри якуми формулаи (15) - ро меёбем: 
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Акнун сатри дуюми формулаи (14) - ро муайян мекунем, яъне ҳалли муодилаи додашударо 

дар фосилаи  меёбем. Функсияҳои )(2
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ва натиҷаҳоро ба формулаи (7) гузошта, баъди баъзе дигаргунсозиҳо ҳосил мекунем: 
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Дар ин ҷо қимати интегралҳоро мувофиқи ҳисоби болоӣ ба ҷояш гузошта ва натиҷаро сода карда, 
ҳосил мекунем: 
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Аз ин ҷо  сатри дуюми формулаи (15) - ро ҳисоб мекунем: 
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Акнун сатри сеюми формулаи (14), яъне ҳалли муодилаи додашударо дар фосилаи )2;1(2 =Г  
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  мешавад. Натиҷаҳоро ба формулаи (12) гузошта, баъди 

баъзе дигаргуниҳо ҳосил мекунем:   
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Дар ин формула интеграли якум дар саҳифаҳои пешина ҳисоб карда шудааст. Интеграли дуюмро бо 
гузориши сеюми Чебишёв ҳисоб карда, пайдо мекунем:  
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Қимати интегралҳоро ба формулаи (30) гузошта, ҳосил мекунем: 
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Аз ин ҷо бевосита сатри сеюми формулаи (15) – ро ҳисоб мекунем ва доро мешавем: 
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Акнун дар формулаи (14) қимати сатрҳоро аз баробариҳои (26), (28) ва (31) гузошта,  
ҳалли умумии муодилаи додашударо дар намуди  
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ҳосил мекунем. 
Монанди ҳамин, дар формулаи (15)  қимати сатрҳоро аз баробариҳои (27), (29) ва (32) гузошта, 
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Барои дар ин формулаҳо вобастагии ҷуфтҳои доимиҳои ихтиёрии ,, 1
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медиҳем. Ҳосил мекунем:  
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ки баъди содакунӣ намуди  
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-ро мегирад. Системаро нисбат ба доимиҳои ихтиёрии 
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ҳал карда меёбем:
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(36) 
Мисли ҳамин формулаи (34) - ро дигаргун кардан мумкин аст, ки он намуди зеринро мегирад:  
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Қайд кардан лозим аст, ки системаи (35) -

 
ро нисбат ба доимиҳои ихтиёрии 
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10 ,cc  ҳал карда, 
натиҷаро ба формулаҳои (33) ва (34) гузошта, ҳалли умумии муодилаи додашуда ва ифодаи 
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навиштан мумкин аст.  

Бо ёрии формулаҳои (33) ва (34) ҳалли муодиларо меёбем, ки шартҳои додашударо қонеъ гардонад. 
Барои ин талаб мекунем, ки функсияҳои  (33) ва (34) шартҳои   масъаларо қонеъ гардонанд. Аз сатри 

якуми ин формулаҳо дар вақти 0+→x  ҳосил мекунем: 01

10 =c  , 11

11 =c . Монанди ҳамин аз сатри 

дуюми формулаҳо дар вақти 01 +→x  меёбем: 11

20 −=c , 01

21 =c . Қимати доимиҳоро ба формулаи 

(33) гузошта, ҳалли ягонаи масъаларо дар намуди зерин пайдо мекунем: 
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