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Калидвожаҳо: қаторҳои мунтазам наздикшавандаи Фурйе, суммаҳои хусусии қатор, 
буридаҳои қаторҳои функсионалӣ, фазои нормиронидашудаи пурра. 

Дар ин мақола фазои қаторҳои мунтазам наздикшавандаи Фурйе бо суммаҳои хусусии 
ғайрисимметрӣ омӯхта мешавад. Бо нормаи дар ин фазо дохилнамуда, пуррагии он исбот 
шудааст. Ба ин фазо мутааллиқ будани буридаҳои қаторҳои Фурйе тасдиқ шудааст. 

Ключевые слова: равномерно сходящиеся ряды Фурье, частичные суммы ряда, срезки 
функциональных рядов, полное нормированное пространство. 

В статье изучаются равномерно сходящиеся ряды Фурье по несимметрическим частичным 
суммам. Относительно введенной нормы доказана полнота пространства. Утверждается 
принадлежность срезок рядов Фурье этому пространству. 

Keywords: uniformly convergent Fourier series, partial sums of a series, truncations of functional 
series, complete normed space. 

The article studies uniformly convergent Fourier series with respect to asymmetric partial sums. With 
respect to the introduced norm, the completeness of the space is proved. It is asserted that truncations of 
Fourier series belong to this space. 

 

Дар ин мақола фазои қаторҳои мунтазам наздикшавандаи Фурйе бо суммаҳои хусусии 
ғайрисимметрӣ омӯхта мешавад. Бо нормаи дар ин фазо дохилнамуда пуррагии он исбот 
шудааст. Ба ин фазо мутааллиқ будани буридаҳои қаторҳои Фурйе тасдиқ шудааст. 

Бигузор 
( )f x

 функсияи бефосилаи комплексиқимати 2π -даврии аргументаш ҳақиқии x  

бошад. Қатори Фурйеи ин функсияро тавассути рамзи 
( )( )Sf x

 ишора менамоем: 
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Дар баробари суммаҳои хусусии маъмулӣ, яъне суммаҳои хусусии симметрӣ [1, c. 17]: 
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инчунин суммаҳои хусусии ғайрисимметрии 
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муоина мешавад. 
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Қатори Фурйе (1) дар порчаи 
[ ]0, 2π

 ба функсияи 
( )f x

 мунтазам наздик мешавад [2, c. 
45] мегӯем, агар  

,
,
lim 0

m n Cm n
f S f

−
→+∞

− =
     (2) 

бошад, ки дар ин ҷо 

( )
0 2
max

C
x

f f x
π≤ ≤

=
 

ишораи нормаи функсияи 
( )f x

 дар фазои 
[ ]0, 2C π

 мебошад. Агар m n=  бошад, он гоҳ 
нормаи тавассути баробарии (2) муайяншуда, ба наздикшавии мунтазам аз рӯи суммаҳои 
хусусии симметрӣ [3, c. 17] мубаддал мегардад. 

Дар поён, ҳангоми истифодаи истиллоҳи мунтазам наздикшавии қатори Фурйе, 
наздикшавии мунтазами он аз рӯи суммаҳои хусусии ғайрисимметрӣ дар назар дошта мешавад. 

Критерияи Коши оид ба мунтазам наздикшавии пайдарпаӣ [4, c. 424] имконият медиҳад, ки 

мунтазам наздикшавии қатори Фурйе бидуни истифодаи функсияи 
( )f x

 тасдиқ карда шавад: 

қатори (1) дар порчаи 
[ ]0, 2π

 фақат ва фақат дар он ҳолат мунтазам наздикшаванда мешавад, 

агар барои ададҳои ихтиёрии 
0p ≥

, 
0q ≥

 шарти зерин иҷро шавад: 
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, ,

, 0 2
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− − + −
→+∞ ≤ ≤

− =
,  (3) 

Азбаски  
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мебошад, пас шарти (3)-ро бо шарти баробарқувваи 
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1
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иваз намудан мумкин мешавад. 
Тасвияи пурраи математикии шарти (3), ё ин ки шарти (4), чунин мебошад: барои дилхоҳ 

0ε >  чунин ададҳои 
( ) 0M M ε= >

 ва 
( ) 0N N ε= >

 ёфт шаванд, ки барои номерҳои 

ихтиёрии m M≥  ва n N≥  барои ҳамаи 
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, 
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, 
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 нобаробарии зерин ҷой 
дошта бошад: 
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, ,m q n p m n

S f x S f x ε
− − + −

− <
. 

Ифодаҳои зеринро муоина мекунем: 
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( )( ) ( )
1

, 1

ikx

k
k

S f x c f e
−

−∞ −
=−∞

= ∑
.     (6) 

Қатори яктарафаи (5) буридаи рости қатори Фурйе (1) ва қатори яктарафаи (6) буридаи 
чапи [5, c. 243] ҳамин қатор номида мешаванд. 

Аз наздикшавии мунтазами пайдарпаии суммаҳои хусусии 
( )( )

,m n
S f x
−  наздикшавии 

мунтазами ҳар яке аз буридаҳои 
( )( )

1,
S f x

+∞  ва 
( )( )

, 1
S f x
−∞ −  бармеояд. Оид ба ин гуфтор 

тасдиқоти зерин ҷой дорад: 

Теоремаи 1. Бигузор 
( )f x

 функсияи комплексиқимати 2π -даврии аргументаш ҳақиқии x  

ва қатори Фурйе (1)-и ин функсия дар порчаи 
[ ]0, 2π

 мунтазам наздикшаванда бошад. Он гоҳ 

чунин функсияҳои дар ин порча бефосилаи 
( )f
+

 ва 
( )f
−

 мавҷуданд, ки онҳо мувофиқан ҳудуди 
мунтазами буридаи рост (5) ва чапи (6) мешаванд: 

( ) ( ) ( )
0 2

1

lim max 0
n

ikx

k
n x

k

f x c f e
π

+

→+∞ ≤ ≤
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1
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Исбот. Бигузор қатори (1) мунтазам наздик шавад. Мунтазам наздик шудани буридаи рости 

(5)-ро исбот мекунем. Барои ин мавҷуд будани чунин функсияи 
( ) ( ) [ ]0, 2f x C π
+

∈
-ро 

нишон додан лозим, ки барои дилхоҳ 0ε >  чунин адади 
( ) 0N ε >

 ёфт мешавад, ки барои 

ҳамаи 
( )n N ε≥

 нобаробарии зайл ҷой дорад 
( )

1,n C
f S f ε

+
− ≤

. 

Мувофиқи критерияи Коши нишон додани он кифоя аст, ки барои дилхоҳ 0ε >  чунин 

адади 
( ) 0N ε >

 ёфт мешавад, ки барои ҳамаи 
( )n N ε≥

 ва 
1,2,...p =

 шарти  

( )
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= +
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иҷро мешавад. Дар ҳақиқат, аз наздикшавии мунтазами қатори (1) барои 0ε >  додашуда, 

чунин ададҳои 
( )

1
0M ε >

 ва 
( )

1
0N ε >

 ёфт мешаванд, ки барои дилхоҳ номерҳои 
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1
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 ва 

( )
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n N ε≥
 иҷрошавии нобаробарии  

, 2m n C
f S f

ε
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− ≤
, 

ҳосил мешавад. Аз ин ҷо барои ҳамаи ададҳои 
1,2,...p =

 ба нобаробарии 

, 2m n p C
f S f

ε
− +

− ≤
 

доро мешавем. Азбаски 
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мебошад, пас  
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xt xt

k m k m

c f e f x c f e f x
π π

ε ε
ε
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=− =−

≤ − + − < + =∑ ∑
, 

мешавад. Нобаробарии (9) исбот шуд. Аз мунтазам наздикшавии буридаи рости (5) 

бефосилагии ҳудуди онро ҳосил мекунем. Ин ҳудудро бо 
( ) ( )f x
+

 ишора карда, ба 

мутааллиқии 
( ) [ ]0, 2f C π
+
∈

 соҳиб мешавем. Баробарии (7) исбот шуд.  
Азбаски қатори (1) ва буридаи рости (5) мунтазам наздикшаванда мебошанд, пас фарқи 

онҳо 
( )( ) ( )( )

1,
Sf x S f x

+∞
−

 низ қатори мунтазам наздикшаванда мешавад. Аз тарафи дигар, 
ин фарқро чунин навиштан мумкин аст: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1, , 1 0

Sf x S f x S f x c f
+∞ −∞ −

− = +
. 

Ин баробарӣ нишон медиҳад, ки ин фарқ ва буридаи чап бо ҷамъшавандаи доимӣ аз якдигар 
фарқ дорад. Пас буридаи чап (6) низ қатори мунтазам наздикшаванда буда, ҳудуди он 

функсияи бефосила мебошад. Ин ҳудудро бо 
( ) ( )f x
−

 ишора мекунем. Баробарии (8) исбот 
шуд.  

Теоремаи 1 исбот шуд. 
Қайд менамоем, ки дурустии тасдиқоти чаппаи теоремаи 1 аён аст: агар буридаҳои 

( )( )
1,

S f x
+∞  ва 

( )( )
, 1

S f x
−∞ −  қаторҳои мунтазам наздикшаванда бошанд, он гоҳ қатори (1) 

низ мунтазам наздикшаванда мешавад. 

Маҷмуи ҳамаи функсияҳои бефосилаи комплексиқимати 2π -даврии аргументаш ҳақиқии 

( )f x
, ки қатори Фурйеи онҳо дар порчаи 

[ ]0, 2π
 ба худи ҳамин функсия мунтазам наздик 

мешаванд, бо рамзи 
[ ]0, 2E π

, ё кӯтоҳтар бо E  ишора менамоем.  

Теоремаи 2. Маҷмуи E  бо амалҳои маъмулии ҷамъи функсияҳо ва зарби функсияҳо ба адад 
фазои хаттӣ ва бо нормаи  

,
, 0

sup
m nE Cm n

f S f
−

>

=

    (10) 
фазои пурраи нормиронидашударо ташкил медиҳад. 

Исбот. Бигузор 
( )f x

 ва 
( )g x

 функсияҳои ихтиёрӣ аз маҷмуи E  бошанд. Он гоҳ қатори 

Фурйеи ин функсияҳо дар порчаи 
[ ]0, 2π

 ба худи ҳамин функсияҳо мунтазам наздик 
мешаванд. Ҳангоми қатори мунтазам наздикшавандаро ба адади доимӣ зарб намудан боз 

қатори мунтазам наздикшаванда ҳосил мешавад. Бинобар ин барои ададҳои ихтиёрии α  ва β  

функсияҳои 
( )f xα

 ва 
( )g xβ

 ба маҷмуи E  тааллуқ доранд. Инчунин, суммаи ду қатори 
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мунтазам наздикшаванда боз қатори мунтазам наздикшаванда мешавад. Бинобар ин суммаи 

функсияҳои 
( )f xα

 ва 
( )g xβ

 ба маҷмуи E  тааллуқ дорад, яъне 
( ) ( )f x g x Eα β+ ∈

. 
Дурустии ҳамаи ҳашт аксиомаҳои фазои хаттӣ ба осонӣ санҷида мешаванд. Хаттӣ будани 

маҷмуи E  исбот шуд. 
Барои нормаи дохилнамудаи (10) иҷрошавии аксиомаҳои норма бевосита санҷида 

мешаванд. 

Нишон медиҳем, ки нормаи тавассути баробарии (10) муайяншуда дар фазои E , нисбат ба 

нормаи фазои 
[ ]0, 2C π

 зӯртар мебошад, яъне барои дилхоҳ функсияи 
f ∈ E  нобаробарии 

зерин ҷой дорад: 

C E
f f≤

.      (11) 

Дар ҳақиқат, бигузор 
f ∈ E  функсияи ихтиёрӣ бошад. Азбаски қатори Фурйе (1)-и 

функсияи 
( )f x

 дар порчаи 
[ ]0, 2π

 ба худи ҳамин функсия мунтазам наздик мешавад, пас 
барои бақияи он 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

,
1

m
ikx ikx

m n k k
k k n

f x S f x c f e c f e
− − ∞

−
=−∞ = +

− = +∑ ∑
 

баробарии (2) ҷой дорад.  

Барои номерҳои ихтиёрии 
, 0m n ≥

 нобаробарии 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
, ,m n m n

S f x f x f x S f x
− −

≥ − −
   (12) 

дуруст мебошад. Дар порчаи 
[ ]0, 2π

 қимати калонтарини тарафҳои чапу рости 
нобаробарии (12)-ро ҳисоб мекунем: 

0 2
max

x π≤ ≤ ( ) ( )
,m n

S f x
−

≥
0 2
max

x π≤ ≤
( ) ( ) ( )( )( ),m n

f x f x S x
−

− −
≥  

≥ 0 2
max

x π≤ ≤ ( )f x − 0 2
max

x π≤ ≤
( ) ( )( )

,m n
f x S x

−
−

.    (13) 
Азбаски 

0 2
max

x π≤ ≤ ( )f x = C
f

,     (14) 

0 2
max

x π≤ ≤ ( ) ( )
,m n

S f x
−

≤
, 0

sup
m n> 0 2

max
x π≤ ≤ ( ) ( )

,m n
S f x
− = E

f
  (15) 

мебошанд, он гоҳ дар нобаробарии (13) бо дарназардошти навиштаҳои (14) ва (15), ҳосил 
мекунем 

E
f ≥ C

f − 0 2
max

x π≤ ≤
( ) ( )( )

,m n
f x S x

−
−

.    (16) 

Нобаробарии (16) барои ҳамаи қиматҳои 
, 0m n ≥

 дуруст мебошад. Дар ин нобаробари 

ҳангоми m→∞  ва n→∞  ба ҳудуд мегузарем ва ба дурустии нобаробарии (11) соҳиб 
мешавем. 

Пурра будани фазои E -ро нишон медиҳем. Барои ин исбот кардан лозим аст, ки дилхоҳ 

пайдарпаии фундаменталии 
{ }lf  аз E  дар ин фазо ҳудуд дорад. 

Аз фундаменталӣ будани пайдарпаии 
{ }lf  бармеояд, ки барои ҳамаи ададҳои 

1p ≥
 шарти 

зерин иҷро мешавад 
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lim 0
l p l El

f f
+

→∞
− =

     (17) 
Аз ин ҷо ва аз нобаробарии (11), баробарии 

lim 0
l p l Cl

f f
+

→∞
− =

    (18) 

ҳосил мешавад. Баробарии (18) аз он шаҳодат медихад, ки пайдарпаии 
{ }lf  дар фазои 

[ ]0, 2C π
 низ фундаменталӣ мебошад. Аз пурра будани фазои 

[ ]0, 2C π
 мавҷуд будани 

чунин функсия 
[ ]

0
0, 2f C π∈

 ҳосил мешавад, ки барои вай баробарии зайл ҷой дорад 

0
lim 0

l Cl
f f

→∞
− =

,     (19) 

яъне функсияи 0
f

 дар фазои 
[ ]0, 2C π

 ҳудуди пайдарпаии 
{ }lf  аст.  

Нишон медиҳем, ки функсияи 
( )

0
f x

 мутааллиқи фазои E  аст, яъне дурустии баробарии  

, 0 0
,
lim 0

m n Cm n
S f f
−

→+∞
− =

    (20) 
-ро исбот мекунем. 

Аз баробариҳои (17) ва (10) бармеояд, ки барои дилхоҳ бузургии 0ε >  чунин номери 

( )
0

0l ε >
 ёфт мешавад, ки барои ҳамаи қиматҳои 

( )
0

l l ε≥
 ва 

0p ≥
 нобаробарии зерин 

дуруст мебошад 

, ,
, 0

sup
l p l m n l p m n lE Cm n

f f S f S f ε
+ − + −

>

− ≡ − <

. 

Ҳамин тариқ барои ҳамаи 
1, 1m n≥ ≥

, 
( )

0
l l ε≥

 ва 
0p ≥

 нобаробариҳои  

l p l C
f f ε
+
− <

 ва 
, ,m n l p m n l C

S f S f ε
− + −

− <
 

ҳосил мешаванд. Аз ин ҷо дар асоси баробарии (19) ва вобастагии бефосилаи 
( )kc f

 – 

коэффитсиентҳои Фурйеи функсияи 
f

 дар фазои 
[ ]0,2C π

, барои дилхоҳ 
1, 1m n≥ ≥

, 

( )
0

l l ε≥
, ҳангоми 

p →∞
 ба ҳудуд мегузарем ва ба нобаробариҳои  

0 l C
f f ε− ≤

,      (21) 

, 0 ,m n m n l C
S f S f ε
− −

− ≤
      (22) 

доро мешавем. 
Таҳти аломати норма ҷамъшавандаҳои мувофиқро ҷамъ ва тарҳ намуда, дар асоси аксиомаи 

секунҷа нобаробарии  

0 , 0 0 , , , 0m n l l m n l m n l m nCC C C
f S f f f f S f S f S f

− − − −
− ≤ − + − + −

, 

ҳосил мешавад. Бо дарназардошти нобаробариҳои (21) ва (22) барои ҳамаи 
1, 1m n≥ ≥

, 

( )
0

l l ε≥
 ба нобаробарии  

0 , 0 ,
2

m n l m n lC C
f S f f S fε

− −
− ≤ + −
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соҳиб мешавем. Дар ин нобаробарӣ барои қамати қайдкардашудаи 
( )

0
l l ε≥

 ҳангоми 
,m n→∞ →∞

 ба ҳудуд мегузарем: 

0 , 0
,
lim 2

m n Cm n
f S f ε

−
→∞

− ≤
.     (23) 

Дар асоси ихтиёрӣ будани бузургии 0ε >  аз нобаробарии (23) дурустии баробарии (20) 
ҳосил мешавад.  

Нишон дода шуд, ки функсияи 0
f

 ба фазои E  тааллуқ дорад. 

Аз (22) барои ҳамаи 
( )

0
l l ε≥

 ба нобаробарии 

0 l E
f f ε− ≤

 
доро мешавем. Ҳамин тариқ дурустии баробарии матлуб 

0
lim 0

l El
f f

→∞
− =

. 
нишон дода шуд. 
Теоремаи 2 исбот шуд. 
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