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В статье рассматривается система уравнений с частными производными второго порядка 
вида  

 
По аналогии с тем, что для системы уравнений Бицадзе задача Дирихле не является 

нётеровой, для систем вида (1) задача об ограниченных на всей комплексной плоскости 
решениях может быть не нётеровой. Этот факт указывает на то, что исследование систем 
вида (1) в пространствах функций, определенных на всей комплексной плоскости является 

актуальной. Система (1) изучается в гёльдеровом пространстве 
2

αC
 функций, определенных и 

ограниченных на всей комплексной плоскости и равномерно непрерывных по Гёльдеру вместе со 
всеми частными производными первого и второго порядков. Получены необходимые и 
достаточные условия n-нормальности, т.е. нормальной разрешимости с конечномерным ядром 

оператора αα
CCL →2:

. Эти условия состоят в том что все так называемые предельные 

операторы, коэффициенты которых строятся как пределы сдвигов вида ,…, 

( , имеют нулевое ядро. В случае, когда коэффициенты оператора 
L

являются слабо 
осциллирующими на бесконечности, достаточные условия n-нормальности оператора 

αα CCL →2:
 с конечномерным ядром выписаны непосредственно через его коэффициенты. 

 
 

Калидвожаҳо: системаи муодилаҳо бо ҳосилаҳои хусусии тартиби ду, функсияҳои 
бианалитикӣ, функсияҳои метааналитикӣ, нормалӣ ҳалшавандагӣ, фазои Швартс, фазои 
Гёлдер. 

Дар мақола системаи муодилаҳо бо ҳосилаҳои хусусии тартиби дуюми намуди зерин дида 
баромада шудааст:  
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Ба монанди он, ки барои системаи муодилаҳои Битсадзе масъалаи Дирехле нётерӣ 

намебошад, барои системаҳои намуди (1) масъала доир ба ҳалҳои дар тамоми ҳамвории 
комплексӣ маҳдуд низ нётерӣ нашуданаш мумкин аст. Ин далели он аст, ки таҳқиқи системаи 
намуди (1) дар фазоҳои функсияҳои дар тамоми ҳамвории комплексӣ муайян мубарам мебошад. 

Системаи (1) дар фазоҳои гёлдерии 
2

αC
 функсияҳои дар тамоми ҳамвории комплексӣ муайяну 

маҳдуд ва бо ҳамроҳии ҳосилаҳои хусусии тартиби як ва ду мунтазам ба таври гёлдерӣ бефосила 

дида баромада шудааст. Барои оператори αα
CCL →2:

 шартҳои зарурӣ ва кифоягии n-
нормалӣ будан, яъне нормалӣ ҳалшавандагӣ будан ва ядрои охирченак доштан, ҳосил карда 
шудааст. Ин шартҳо аз он иборат аст, ки ядрои операторҳои бо ном ҳудудии 

коэффитсиентҳояшон ҳамчун ҳудуди пайдарпаиҳои функсионалии намуди ,…, (  

дошта нулӣ бошад. Дар ҳолати лаппиши коэффитсиентҳои оператори 
L

 дар беохирӣ суст 
будан, шартҳои кифоягии n-нормалӣ будани ин оператор бевосита аз рӯи коэффитисиентҳояш 
ҳосил карда шудааст. 

 

Keywords: system of partial differential equations second order, bianalytic functions, metaanalytic 
functions, normal solvability, Schwartz and Hölder spaces. 

The article considers a system of partial differential equations second order  

 
By analogy with the fact that for the Bitsadze system of equations the Dirichlet problem is not 

Noetherian, for systems of the form (1) the problem of solutions bounded on the entire complex plane may 
not be Noetherian. 

System (1) is considered in Hölder spaces 
2

αC
 of functions defined on the entire complex plane. 

Necessary and sufficient conditions for normal solvability with a finite-dimensional kernel of an operator 

αα
CCL →2:

 are obtained. These conditions are that all so-called limit operators, the coefficients of 

which are constructed as limits of shifts of the form ,…, ( , have a zero kernel. In the 

case when the coefficients of the operator 
L

are weakly oscillating at infinity, sufficient conditions for 

the n-normality of an operator αα
CCL →2:

 with a finite-dimensional kernel are written directly in 
terms of its coefficients 

Рассмотрим систему уравнений с частными производными второго порядка вида  

 
где  коэффициенты – комплекснозначные функции, 

заданные на комплексной плоскости . Будем предполагать, что система (1) является 

равномерно эллиптической, т.е. найдется такое положительное число  что выполняется 
условие 

 
Это условие равносильно следующему неравенству 

 
При  получаем уравнение бианалитических функций 

(систему уравнений Бицадзе) ([1 – 3]), для которой задача Дирихле не является нётеровой. Как 
показано в [4], для систем вида (1) задача об ограниченных на всей комплексной плоскости 
решениях может быть не нётеровой. В случае постоянных коэффициентов система (1) 
превращается в уравнение метааналитических функций, теория которого имеется в [5]. 
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Исследование вопросов разрешимости систем уравнений с частными производными в 
пространствах функций, определенных во всей плоскости, в том числе в пространствах 
периодических и двоякопериодических функций является актуальным. Такие вопросы 
изучены в ряде работ (см., напр. [6 – 9]).  

В статье системы вида (1) изучены в различных функциональных пространствах. 
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1. Системы с постоянными коэффициентами 
 Предположим, что в системе (1) все коэффициенты являются постоянными. Как мы 

увидим в следующем пункте, условие отсутствия ненулевых решений так называемых 

предельных систем вида (1) с постоянными коэффициентами в гёльдеровом пространстве 
2

αC  

(по поводу таких пространств см. [10]) является критерием n-нормальности (см. [11], стр. 107) 

оператора αα CCL →2: . Нормы пространств αC  и 
2

αC  обозначаются через 
α

⋅ и 
2,α

⋅  

соответственно.  

Систему (1) будем изучать в более широком пространстве, чем 
2

αC , а именно, в пространстве 

умеренно растущих распределений  [12], стр. 90.  
В системе (1) произведем преобразование Фурье и с учетом свойств этого преобразования 

получим функциональное уравнение 

 
где образы Фурье распределений  Используя равенство 

 из (3) получим  

 
Определитель системы уравнений (3), (3’) равен:  

 
где 

 
Если  то система (3), (3’) будет иметь только нулевое решение  и 

тогда . Если же  на каком-нибудь множестве К, то носитель  

распределения  будет принадлежать множеству К, и зная К можно определить  и 

далее  

Пусть −
21

,, ГГГ множество нулей функций )(Im),(Re),( ζζζ ΔΔΔ соответственно. 

Тогда 
21

ГГГ ∩=  и множества 
21

, ГГ  имеют такие свойства: −1Г ограничено, 

симметрично относительно начало координат О, множество 2Г  содержит точку О и если 

 CГ =
2 .  

В зависимости от коэффициентов системы множество Г  может состоять из конечного 
числа или континиума точек, а возможно и будет пустым. Для определения решений системы 
(1) нужно будет использовать теоремы о структуре распределений с точечным носителем (см. 
[12], стр. 49) и с носителем на окружности (см. [7]). Заметим, что мы пока не использовали 
условие (2). 

Справедлива следующая: 
Лемма 1. Пусть в уравнение (1) все коэффициенты постоянные,  

,  вещественные ненулевые числа. Тогда это уравнение в пространстве  имеет 
только нулевое решение. 

Доказательство. Покажем, что в условиях леммы  

 
В силу (4), (5) уравнение  имеет вид  

 
С учетом условия леммы запишем это уравнение в полярных координатах : 

 
здесь 

 
Дискриминант биквадратного относительно  уравнения (7) является отрицательным: 

 
Поэтому  
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Следовательно, выполняется неравенство (6) и уравнение (1) в пространстве  имеет 
только нулевое решение. Лемма доказана. 

Следствие. В условиях леммы 1 уравнение (1) в гёльдеровом пространстве  а также в 
пространстве функций степенного роста имеет только нулевое решение. 

Лемма 1 играет важную роль при исследовании уравнений с переменными коэффициентами 
в гёльдеровых пространствах.  

2. Системы с переменными коэффициентами 
В этом пункте будем предполагать, что систему (1) является равномерно эллиптической, т.е. 

выполняется условие (2). Пусть коэффициенты этой системы принадлежат пространству .αС  
Тогда  будет линейным ограниченным оператором.  

Предположим, что коэффициенты оператора  являются слабо осциллирующими на 
бесконечности. Так же, как в работе [4], будем строить предельные операторы 

 
коэффициенты которых будут постоянными. Множество таких операторов обозначим через 

)(LH . Отметим, что предельные операторы можно строить и без предположения условия 

слабо осцилляции коэффициентов. Только в этом случае коэффициенты предельных 
операторов будут переменными и из класса  

Справедлива следующая 

Теорема 1. Пусть коэффициенты оператора L  удовлетворяют выше указанным условиям.
 

Тогда оператор αα CCL →2:  будет n-нормальным, в том и только в том случае, когда все 

предельные операторы αα CCL →2:
~

 
имеют нулевое ядро. 

Доказательство этой теоремы проводится по схеме, изложенной в нашей работе [4].  
Используя лемму 1 можно получить условия того, что все предельные операторы имеют 

нулевое ядро и установить следующее утверждение. 

Теорема 2. Пусть коэффициенты оператора L  принадлежат пространству αC  и 

являются слабо осциллирующими на бесконечности. Пусть выполнены условия: 

1) ; 
2)  

3)  

4)  

Тогда оператор αα CCL →2:  будет n-нормальным.  

Доказательство проводится по схеме, изложенной в нашей работе [4]. Из условий теоремы 

выводится, что коэффициенты предельных операторов )(
~

LHL ∈
 

будут удовлетворят 

условиям леммы 1. Далее из теоремы 1 вытекает n-нормальность оператора αα CCL →2: . 

Замечание. Условия 1) – 4) будут выполнены, если соответствующие частичные пределы 

функций  и  при  совпадают, пределы функций при 

 равны нулю и существуют такие числа  и  что   при 

. 
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