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Статья посвящена исследованию одного класса двумерных обобщенных систем Коши-Римана с 

сингулярными при сопряжении искомой вектор-функции коэффициентами вида здесь 

 вещественные числа, такие как:  и  целое,  комплексная верхне-

треугольная матрица второго порядка  Переходом в полярные координаты решения системы 

ищутся в виде тригонометрического ряда по  с неизвестными коэффициентами 

, зависящими от  Для неизвестных  получаются родственные 

уравнения Бесселя, в которых коэффициент при искомой функции имеет вид: 

 для  для  причем для 

 получается однородное уравнение, а для  неоднородное. В зависимости от  и 

элементов матрицы  найдены общие решения последних уравнений, затем выписано общее 
решение исходной системы. Из найденного общего решения системы можно выделить регулярные, 
т.е. не имеющие в конечной части плоскости особенностей, а также решения граничных задач. 
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Отметим, что изложенным в статье методом можно получить также общие решения систем с 
произвольным матричным коэффициентом. 

 

Калидвожањо: системањои дученакаи умумикардашудаи Коши-Риман, коэффитсиентњои 
сингулярї, њалли умумї, њалли регулярї. 

Маќола ба тањќиќи як синфи системањои дученакаи умумикардашудаи Коши-Риман, ки 

коэффитсиенти назди вектор-функсияи њамроњшудаи номаълуми сингулярии намуди  дар 

ин љо  ададњои њаќиќї,  ва  бутун,  матритсаи комплексии секунљавии 
тартиби ду мебошад, бахшида шудааст. Ба координатањои ќутбї гузашта њалњои система дар 

намуди ќатори тригонометрї аз рўи  бо коэффитсиентњои номаълуми  

аз  вобаста љустуљў карда мешавад. Барои компонентањои муодилањои навъи 
Бессел њосил мешаванд, ки дар онњо коэффитсиенти назди функсияи номаълум чунин намуд дорад: 

 барои  барои  барои 

муодилаи якљинсаи хаттї ва барои  муодилаи ѓайриякљинса њосил мешавад. Вобаста аз 

ќимати нишондињандањои  ва элементњои матритсаи  њалњои умумии муодилањои мазкур 
ёфта шуда, сипас њалли умумии система ёфта мешавад. Аз њалли умумии ёфташудаи система 
њалњои регулярї, яъне њалњои дар ќисми охирноки њамворї махсусият надошта ва инчунин њалли 
масъалањои канориро људо карда гирифта метавонем. Методи дар маќола корбастшударо барои 
ёфтани њалли умумии системаи матритсаи коэффитисиентњояш дилхоњ истифода бурдан 
мумкин аст.  

 

Keywords: two-dimensional generalized Cauchy-Riemann system, singular coefficients, general 
solution, regular solution. 

The article is devoted to the study of one class of two-dimensional generalized Cauchy-Riemann 

systems with singular coefficients of the form  when conjugating the desired vector function, 

here are real numbers such that  and  is an integer,  - is a complex an upper-
triangular matrix of the second order. By switching to polar coordinates, the solutions of the system are 

searched for in the form of a trigonometric series in  with unknown coefficients 

depending on For the unknowns related Bessel equations are 

obtained, in which the coefficient for the desired function has the form: – for 

for and for  a homogeneous equation is 

obtained, and for an inhomogeneous one. Depending on  and the elements of the matrix , 
general solutions of the last equations are found, then a general solution of the original system is written 
out. From the found general solution of the system, it is possible to distinguish regular ones, i.e. those that 
do not have singularities in the finite part of the plane, as well as solutions to boundary problems. Note 
that the method described in the article can also be used to obtain general solutions of systems with an 
arbitrary matrix coefficient. 

 

Обобщенные системы Коши-Римана 

 
где , , и граничные задачи для них изучены в трудах И.Н. Векуа, его 

учеников и последователей (см., например, [1] – [3]). Теория систем вида (1) с сингулярными 
коэффициентами разработана в работах Л.Г. Михайлова, Н. Раджабова, З.Д. Усманова и их 
учеников (см., например, [4] – [7]). В случае, когда коэффициенты системы (1) определены и 

ограничены на всей плоскости  в ряде работ С. Байзаева и Э. Мухамадиева (см., например, [8] – 

[11]) исследованы граничные задачи типа задачи Римана-Гильберта, сопряжения и задача 
об ограниченных решениях. 

В настоящей работе для двумерной обобщенной системы Коши -Римана вида 

 
где  комплексное двумерное пространство,  вещественные числа, такие что 

 и  целое,  комплексная ненулевая матрица  рассматривается 

задача нахождения общего решения.  
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Пусть  искомые функции. Тогда в полярных координатах 

система  примет вид: 

 
здесь  Систему (3) запишем в развернутом виде 

 

 
где . 

Решения уравнения (5) будем искать в виде ряда 

 
где  неизвестные функции. Подставляя в (5) имеем 

 
Заменяя в ряде  индекс  на , для коэффициентов  получим 

следующее уравнение  

 
При  получаем Отсюда ,  произвольная комплексная 

постоянная и поэтому 

 
т.е. функция  является произвольной аналитической функцией.  

Далее будем считать, что  Заменяя в (7)  на  и переходя к комплексно-

сопряженным величинам, получаем еще одно уравнение 

 
Рассмотрим два возможных случая: 1)  нечетное; 2)  четное.  

Случай 1):  нечетное. В этом случае   и соотношения (7  и (8) образуют 

систему обыкновенных дифференциальных уравнений с неизвестными функциями  и 

 Когда  меняется от  до  выражение  меняется от  до  

Поэтому достаточно считать, что  Следовательно, из (  и (8) получим систему 

дифференциальных уравнений первого порядка 

 
Из этой системы легко получить дифференциальное уравнение второго порядка: 

 
или 

 
Из уравнения  определим  для индексов  а остальные  находим по 

формуле 

 
которая следует из уравнения (7).  
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Уравнение  является родственным к уравнению Бесселя и является частным случаем 

уравнения  

 
из [12, с. 401]. Общее решение уравнения (12) определяется так: 

 
при  

 
цилиндрические функции, ,  произвольные комплексные постоянные.  

В случае уравнения (10) имеем:  

 

При  находим  и общее решение уравнения (10) имеет вид 

 
При  в уравнении (10) коэффициент при  будет постоянным и нужно взять 

 и найти  

 
Тогда общее решение уравнения (10) записывается в виде 

 
,  произвольные комплексные постоянные.  

Итак, в случае когда  нечетное и  мы определили компоненту  решения 

системы (2) в виде ряда (6), в котором коэффициенты  в зависимости от значения  

находятся по формуле (13) или (14); при  функция  является произвольной аналитической 

функцией.  

Если подставить  в уравнение (4), то для компоненты  получим неоднородное уравнение 

вида 

 
Решения уравнения (15) будем искать в виде ряда 

 
где  неизвестные функции. Подставляя в (15) имеем 

 
где  известные функции, которых мы определили выше. В суммах, содержащих 

комплексные сопряжения функций заменим  на  и в результате приходим к следующему 

неоднородному уравнению для  

 
Отсюда по аналогии с уравнением (8) получим еще одно уравнение 

 
Из уравнений (16) и (17) можно получить дифференциальное уравнение второго порядка. Не 

вдаваясь в подробности, приведем окончательный результат: 

 
где  
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Как и в случае уравнения (10), при  из уравнения  определим  для индексов 

 а остальные  находим по формуле 

 
которая следует из уравнения (16).  
Неоднородное уравнение (18) можно решить методом вариации произвольных постоянных 

(см. лемму). 

При  из уравнения  получим  

 
Отсюда находим 

 
где  произвольная комплексная постоянная.  

Пусть . В начале найдем общее решение однордного уравнения  

 
которое относится к уравнениям вида (12) с 

 
При  находим:  

 

 
Поэтому общее решение однордного уравнения (21) имеет вид 

 
цилиндрические функции.  

 представим в виде  

 
бесселевы функции первого и второго рода, ,  комплексные постоянные.  

Общее решение неоднордного уравнения (18) будем искать в виде 

 
где 

неизвестные функции, бесселевы функции зависят от аргумента 

 Имеем  

 
Предположим, что  

 
Тогда 

 
Подставляя выражения для  в уравнение (18), с учетом того что функции  

и  являются решениями однородного уравнения (21), получим 

 
Из системы уравнений (24), (25) находим  и далее интегрируя, имеем  

 

 
где ,  произвольные комплексные постоянные.  
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Согласно свойствам функций Бесселя (см. [12, с. 402]), имеет место соотношение 

 
Поэтому формулы для  и  примут вид 

 

 
Подставляя эти выражения в (23) получим формулу общего решения неоднородного 

уравнения (18). 

Лемма. Пусть  и  Тогда общее решение неоднородного уравнения (18) имеет вид  

 

здесь  всюду бесселевы функции зависят от аргумента  ,  произвольные 

комплексные постоянные,  

Привлекая формулы (14) и (15) можно получить формулу общего решения неоднородного 

уравнения (18) и при других значениях  и . 

Таким образом, мы получили схему построения общего решения системы (2), когда число 

 является нечетным. 

Справедлива следующая 

Теорема. Пусть число  нечетное и Тогда общее решение системы 
(2) имеет вид 

 

здесь  функции  определяются по формулам  (13), (19), 

(10) соответственно. 

Замечание. Аналогичное утверждение можно сформулировать и для случая  

Теперь рассмотрим случай  четное. Тогда  при  при этом значении  в 

уравнение  входит одна неизвестная функция  

 
Отсюда для  получаем уравнение вида (10) с  из которого определяем . 

Неизвестная функция  находится из неоднородного уравнения вида (18) с  

Далее будем считать, что  и повторяя схему, изложенную для случая нечетного  можно 

определить функции  и получить формулу общего решения системы 

(2) и в случае четного  
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