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 Для непрерывных решений специального класса модельных обобщенных систем Коши-Римана с 

сингулярной точкой изучается задача Римана – Гильберта в круговой области Rz ≤ . В статье 

по отдельности рассматриваются случаи, когда в краевой задаче 0,0 <> mm  и 01 ≥α . 
 

Вожаҳои калидӣ: муодилаи моделӣ, системаи умумикардашудаи Коши-Риман, нуќтаи 
сингулярї, соҳаи доиравӣ, масъалаи Риман - Гилберт 
Ҳалли бефосилаи системаи умумикардашудаи Коши-Риман бо нуқтаи сингулярӣ масъалаи 

Риман – Гилберт дар соҳаи доиравӣ Rz ≤  омухта шудааст. Дар мақола ҳолатҳои 0,0 <> mm  ва 

01 ≥α  дар алоҳидагӣ мавриди баррасӣ қарор гирифтаанд. 
 

Key words: model equation, generalized Cauchy-Riemann system, singular point, circular domain, 
Riemann-Hilbert problem 
Continuous solutions of the generalized Cauchy-Riemann system with a single point the Riemann-Gilbert 

question in the field of the cycle is studied Rz ≤ . The article discusses cases 0,0 <> mm and 

01 ≥α individually 
Для обобщенной системы Коши-Римана вида 

,0
22

=Ψ−Ψ−Ψ∂
zzz

λα ,Gz∈  (1) 

где 
ϕirеiyxz =+= , ,2 yxz i∂+∂=∂ ,021 ≠+= ααα i  и −≠+= 021 λλλ i  произвольные 

комплексные числа, ( )zΨ  - искомая функция изучается краевая задача:  

Постановка задачи.  

Отыскать в области { }RzzG <≤= 0:  решения системы (1), удовлетворяющие на 

{ }Rzz ==Γ :  условию 

[ ] ).()(Re zhzz m =Ψ−       (2) 
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Здесь −m целое число. Решения рассматриваются в классе непрерывных в области 

{ }RzzG <= :  и непрерывно - дифференцируемых в области { }00 −=GG  функций, что 

обозначается ( )0
1 GС . Все обозначения заимствованы у Р. Ахмедова [5]. 

Функция )(zΨ  принадлежит вышеуказанному классу, и заданная функция ( )ϕ,Rh  
разложима по ϕ  в абсолютно и равномерно сходящийся ряд Фурье 
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Задача называется однородной, если ( ) 0≡zh . 

Случай, когда 0=α  и обобщенная система Коши - Римана (1) принимает вид  

,0
2

=Φ−Φ∂
zz

λ
 ,Gz∈       (4) 

полностью изучена З.Д. Усмановым в работах [1], [2], [3], [4]. 
Им исследованы краевые задачи Дирихле и задача Римана – Гильберта для решения 

уравнения (4). 
Задача (1)-(2) в случае, когда −α вещественное число полностью изучена Р. Ахмедовым в [5], 

[6], и когда −α комплексное число, им исследована краевая задача Дирихле [7].  
Краевая задача (1) и (2), когда в уравнение (1) −α комплексное число и её реальное часть 

01 ≥α  и 0,0 <> mm  неузечена. Эти случаи рассматриваются в данной статье.  
Исследование краевой задачи будет основываться на представлении общего решения 

модельного уравнения (1), который (см [8], [9], [10]), имеет вид:  
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где,  

( ) ( ),2211 αµµ −+−= kkk ikP  ( ) ( ),2212 αµµ +++= kkk ikP  

( ) ( ) ( )rirrf kkk lnsinlncos 22 µµ +=  
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и 00 ,ba - произвольные вещественные и ( ),...2,1,, =kba kk  комплексные числа, которые 

выражаются через граничное значение функции ( )zΨ  на окружности { }Rzz ==Γ : .  
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Формула (5) состоит из суммы двух рядов и все члены ряда по отдельности удовлетворяют 
уравнению (1). Их принадлежность тому или иному классу зависит от знака степени r , т.е. 

чисел k11 µα +  и .11 kµα −  

В классе ( )0
1 GC  принадлежат те члены ряда (5), для которых 011 ≥+ kµα  и .011 ≥− kµα  

Это требование приведет к тому, что, если 01 ≥α  и λα ≥ , то 011 >+ kµα  для всех 

,...2,1,0=k  и 011 ≥− kµα  только для ,,...2,1,0 0kk =  где 











−= 221

0 λα
α
αk . Если ,λα <  то 

для любого ,...2,1,0=k  числа 011 >+ kµα  и 011 <− kµα
 

Поэтому, когда 01 ≥α  для решений уравнения (1) из класса ( )0
1 GC  получим следующее 

представление: 
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Здесь 1=δ , если λα ≥  и 0=δ , если λα < , 











−= 221

0 λα
α
αk . 

 При 01 ≥α  по отдельности рассматриваются случаи, когда в краевом условии (2) 0>m и 0<m . 
1. Случай 0>m . Подстановка (6) в краевое условие (2) приводит к бесконечной системе 

алгебраических уравнений для определения констант :,...1,0, =kak  

( ) ( ) m
mm Rhba 0ReRe =+ λλ       (7)  

m
ppmpmpmpm Rhbbaa =+++ −+−+ λλλλ , 1,...,1 −= mp   (8) 

( ) ( ) m
mmm RhbPibaPia =+−+−− 01020202 λλλλ    (9) 

m
kmkkkmkkkm RhbPbaPa +++ =+++ 2212 λλ ),...,2,1( 0kk =   (10) 

m
kmkkkm RhaPa ++ =+ 12λ , ,....)2,1( 00 ++= kkk    (11) 

Вначале рассмотрим однородную краевую задачу (1) и (2). Для этого в граничном условии (2) 
положим 0)( =zh .  

Тогда на основание (7)-(11) получаем бесконечную систему однородных алгебраических 

уравнений для определения неизвестных коэффициентов ., kk ba   

( ) ( ) 0ReRe =+ mm ba λλ       (7)0 

0=+++ −+−+ pmpmpmpm bbaa λλλλ , 1,...,1 −= mp    (8)0 

( ) ( ) 001020202 =+−+−− bPibaPia mm λλλλ    (9)0 

02212 =+++ ++ kkkmkkkm bPbaPa λλ ),...,2,1( 0kk =    (10)0 
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012 =++ kkkm aPaλ ,      (11)0 

Из (7)0 определяются коэффициенты mm cia λ= , mm dib λ−= , где mc  и md  произвольные 

вещественные константы. Значения величины ma и mb  позволяют определить все константы 

( ) ( ) ,...2,1, 1212 =++ kba mkmk , с помощью цепочки формул 
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которые следуют из (10)0. Из (12) получаем 
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Произвольные константы mс  и md  порождают нетривиальное решение однородной задачи в 

виде: 
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Легко доказать, что ряд (13) сходится абсолютно и равномерно в круге Rz ≤ . 

Если положим ( ),1,...,1, −=−== −−−− mpdbca pmpmpmpm  где pmc − и pmd − - произвольные 

комплексные константы, то из (8)0 будет следовать, что pmpm ca −+ 







−=

λ
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λ
λ

, а из 

рекуррентных соотношений  

( ) ( )[ ] ( ) 01212112 =+ −−−−−+ pmkpmkpmk aPaλ  

( ) ( )[ ] ( ) 01212112 =+ +−+−++ pmkpmkpmk aPaλ , 

( ) ( )[ ] ( ) 01212212 =+ −−−−−+ pmkpmkpmk bPbλ  где 1,..,2,1 −= mp  

( ) ( )[ ] ( ) 01212212 =+ +−+−++ pmkpmkpmk bPbλ , ,...2,1=k  

которые вытекают из (10)0, вычисляются все коэффициенты вида ( ) pmka ±+12  и ( ) pmkb ±+12 : 
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 ( ).1,..2,1 −= mp   

Произвольные константы pmc −  и pmd − , ( ).1,..2,1 −= mp  порождают нетривиальные решения 

однородной задачи (1) и (2): 
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где ( ) pmka ±+12  выражаются через pmc −  по формулам (14). Ряд (15) сходится абсолютно и 

равномерно в круге Rz ≤ , то есть для него выполняется условие Коши. 

В (9)0 полагая 00 ca = , 00 db −= , где 0c и 0d - произвольные вещественные константы, получим 

( )( ) 0202 cPia m λλ −= , ( )( ) 0102 dPib m λλ +−=  а по рекуррентным формулам  

( ) 021212 =++ mmmk aPaλ ( ),,...2,1=k  

( ) 022212 =++ mmmk bPbλ ( ),,...,2,1 0kk =  

которые следуют из (10)0 и (11)0 , однозначно определим все коэффициенты вида ( )12 +kma и 

( ) :12 +kmb  
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Произвольная константа 0с  и 0d  порождает одно нетривиальное решение однородной краевой 

задачи (1) и (2) 
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http://univerlib.com/mathematical_analysis/numerical_rows/convergent_series_def/#3904
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где вместо mka2  и mkb2 нужно пользоваться (16). Ряд (17) сходится абсолютно и равномерно в 

круге Rz ≤ . 

Общее решение однородной краевой задачи (1) и (2) даётся формулой: 
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Однородная задача (1) и (2) имеет m2  линейно независимых решений.  

Теперь изучим неоднородную краевую задачу (1) и (2). Одним из её частных решений 
будет  
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причём для любых ,...1,0=p   
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Непосредственная проверка показывает, что для любых значений индексов p  и k  

отдельные члены ряда, определяющего )(zH p , являются решениями уравнения (1). Тогда его 

решениями будут также ,...1,0),( =pzH p , а следовательно и ( ).zH    

Также непосредственной проверкой доказывается, что  

[ ] ( )ϕϕ ip
p

ip
pp

m ehehHz −− +=
2
1Re  на Rz = . 

Отсюда следует, что ( )zH  удовлетворяет условию (2). 
На основании представлений (6), (7)- (19) доказываются теоремы: 

Теорема 2 .Пусть .0Re1 ≥= αα  Если λα < , то однородная задача имеет 2m линейно 

независимых (в поле вещественных чисел) решений, а неоднородная задача разрешима 
безусловно. Общее решение задачи представимо в виде  

( ) ( ) ( )zHzz +Ψ=Ψ *
, 

где ( )z*Ψ  задаётся формулой (18), а ( )zH  формулой (19). 

Теорема 3. Пусть .0Re1 ≥= αα  если λα ≥ , то однородная задача имеет 4m линейно 

независимых (в поле вещественных чисел) решений, а неоднородная задача разрешима 
безусловно.  
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2. Случай .0<m   
Этот случай исследуется анологично как случай 0>m . Приводим результаты исследования: 
Теорема 3. Однородная задача не имеет решений, отличных от нулевого. Неоднородная 

задача допускает решения тогда и только тогда, когда ( )zh  удовлетворяет m2  вещественным 

условиям разрешимости 
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При выполнение этих условий решение задачи даётся формулой 
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