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Вожаҳои калидӣ: муодилаҳои дифференсиалӣ бо ҳосилаҳои хусусӣ, тағийрёбандаҳои комплексӣ, 

бисёршаклаи ҳалҳо. 

 
Дар мақола масъалаи ҷустуҷӯи бисёршаклаи ҳалҳои як синфи муодилаҳои дифференсиалии 

комплексӣ бо ҳосилаҳои хусусии аз ду тағийрёбандаи комплексии новобаста тадқиқ карда мешавад. 

Чунин муодилаҳо дар натиҷаи тадқиқи шартҳои зарурии пурра ҳалшавандагии системаи муодилаҳои 
барзиёдмуайяншудаи бисёрченак бо ҳосилаҳои хусусӣ ба вуҷуд меоянд. 

 

Ключевые слова: уравнения с частными производными, комплексные переменные, многообразие 

решений. 

 
В статье рассматривается задача нахождения многообразия решений одного класса 

комплексных дифференциальных уравнений с частными производными от двух комплексных 
независимых переменных. Такие уравнения возникают при исследовании необходимых условий полной 

разрешимости многомерных переопределенных систем уравнений в частных производных. 

 
Key words: partial differential equations, complex variables, varieties of solutions. 

 

The article considers the problem of finding the variety of solutions of one class of complex partial 
differential equations with two complex independent variables. Such equations arise in the study of the necessary 

conditions for the complete solvability of multidimensional overdetermined systems of partial differential 
equations. 

 

 

Муодилаи дифференсиалии комплексӣ бо ҳосилаҳои хусусии намуди  

                                                       
12 zz  =                                                                               (1) 

ро тадқиқ менамоем, ки дар ин ҷо доимии комплексӣ мебошад. Қайд менамоем, ки 
муодилаи (1) системаи ду муодилаи ду тағйирёбандаи комплексӣ буда, дар ҳолати умумӣ 
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ғайриклассикӣ мебошад [1, 2]. Муодилаҳои намуди (1) ҳамчун шарти зарурии комилан 
ҳалшавандагии як синфи системаҳои барзиёдмуайяншудаи бо ҳосилаҳои хусусӣ [3], ҳосил 
мешавад. Ин муодиларо тадқиқ менамоем. 

Бигзор  ҳалли муодилаи (1) бошад. Он гоҳ бо назардошти   

баробариҳои зеринро ҳосил мекунем: 

                                                                                                                    (2) 

Системаи (2)-ро ҳамчун системаи барзиёдмуайяншуда нисбат ба функсияи  тадқиқ 
мекунем. Аз (2) бармеояд, ки  Бинобар ин шарти зарурии 

ҳалшавандагии системаи (2) намуди зеринро дорад: 
                                                            ,                                                                             (3) 

яъне  бояд муодилаи (1)-ро қонеъ гардонад. Аз муодилаи якуми системаи (2) бармеояд, ки    
                                                       ,                                                              (4) 

ки дар ин ҷо нисбат ба  функсияи аналитикӣ, Т1– оператори Векуа [4]: 

 

соҳа дар ҳамвории  аст. Аз ин ҷо бо назардошти (3) ҳосил менамоем 

                                         .                                                          (5) 

Тибқи хосиятҳои оператори Векуа баробариҳои зерин ҷой доранд:  

                                (6) 

дар ин ҷо сарҳади соҳаи  мебошад. Аз формулҳои (5), (6) ва муодилаи дуюми системаи 

(2) баробарии зеринро ҳосил мекунем: 

. 

Бинобар ин,  

 

ва оператори Векуаро истифода намуда, ҳосил мекунем 
, 

ки дар ин ҷо  нисбат ба тағйирёбанадҳои  ва  функсияи аналитикӣ мебошад 

ва 

, , 

соҳа дар ҳамвории , . Аз ин ҷо ва аз (4) бармеояд, ки 

                                                   .                                              (7) 

Нишон медиҳем, ки агар  шарти (3)-ро қонеъ гардонад, он гоҳ барои дилхоҳ функсияи   

нисбат ба   ва 
 

 аналитикии , функсияи , ки тавассути формулаи (7) ифода ёфтааст, 

ҳалли муодилаи (1) мешавад. Воқеан, функсияи , ҳамчун интеграли намуди Кошӣ, 

нисбат ба  аналитикӣ мебошад [5]. Бинобар ин функсияи  низ нисбат ба  аналитикӣ 

аст. Ҳамин тавр, дар асоси баробарии , ҳосил мекунем 
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Баъдан бо назардошти баробариҳои (3),  ва хосиятҳои оператори Векуа, 

муносибатҳои зеринро пайдо мекунем: 

 

яъне 
. 

Пас, тасдиқоти зерин ҷой дорад 
Теорема. Барои дилхоҳ функсияҳои , ки баробарии (3)-ро қонеъ мегардонанд, формулаи 

(7) ҳалли муодилаи (1)-ро муайян мекунад. 
Бигзор функсияи аналитикии тағйирёбандаи  бошад. Он гоҳ функсияи 

 баробарии (3)-ро қонеъ мегардонад. Дар ҳақиқат, 

 

Бинобар ин ҳамаи функсияҳои 

                                     (8) 

ҳалли муодилаи (1) мешаванд, ки дар ин ҷо нисбат ба  ва  функсияи аналитикӣ аст. 

Формулаи (8)-ро табдил медиҳем. Бигзор  

=
z

dz
0

)()(   

ва 

                                      )(),( 2121 zzzz  +=                                                                      (9) 

бошад. 

Аён аст, ки  нисбат ба  ва  антианалитикӣ аст ва  

,     )( 212
zzz  += . 

Хосиятҳои оператори Векуаро истифода намуда, ҳосил мекунем 

. 

Инчунин бо назардошти теоремаи Фубини баробариҳои 

 

ҷой дорад, ки дар ин ҷо –сарҳади соҳаи  мебошад. 

Аз ду муносибатҳои охирин ва формулаи (8) пайдо менамоем: 
                                    ,                               (10) 

дар ин ҷо функсияи  тавассути формулаи (9) муайян карда мешавад. 
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Бигзор ),( 21 zz =  нисбат ба  ва  функсияи аналитикӣ бошад. Он гоҳ   

баробарии (3)-ро қонеъ мегардонад. Фарз мекунем, ки  аст. Аз ин ҷо  

 

мешавад ва муносибатҳои зерин ҷой доранд: 
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Бинобар ин 
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(11) 

Ҳамин тавр, формулаҳои (10) ва (11) ҳалҳои синфи муодилаи (1)-ро муайян мекунанд. 

Дар ин формулаҳо  ва  дилхоҳ функсияҳои нисбат ба тағйирёбандаҳои  ва 

 аналитикӣ буда,  бо формулаи (9) ифода меёбад, ки дар он  дилхоҳ функсияи 

нисбат ба тағйирёбандаи  аналитикӣ мебошад. 
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