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В работе найдены точные значения верхней грани наилучших полиномиальных совместных 

приближений функций и их промежуточных производных суммами Фурье – Чебышева и их 

соответствующими производными в гильбертовом пространстве     ,    -  с весом Чебышѐва 

 ( )    √      
 

Калимаҳои калидӣ: оператори умумикардашудаи, модули бефосилагии тартиби  -ум, 
наздиккунии ҳамҷоя, қатори Фурйе-Чебишев, оператори дифференсиалӣ. 

 
Дар мақола ѐфтани қиматҳои аниқи сарҳадҳои болоии наздиккунии беҳтарини ҳамҷояи 

полиномалии функсияҳо ва ҳосилаҳои мобайнии онҳо бо суммаҳои Фуре – Чебишев ва бо ҳосилаҳои 

мувофиқи онҳо дар фазои гилбертии 1,1][2, L  бо вазни  Чебишеви 211/:=)( xx   ѐфта 

шаванд. 
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The exact values of the upper bound of the best polynomial joint approximations of functions and 
their intermediate derivatives by the Fourier-Chebyshev sums and their corresponding derivatives in the 

Hilbert space 1,1][2, L with the Chebyshev weight 211/:=)( xx  . 

 
В задачах математической физики, квантовой механике и современной прикладной 

математики, чаще всего используются ряды Фурье по классическим ортогональным 
системам Чебышева, Чебышева - Эрмита, Чебышева - Лагерра и общие многочлены 
Чебышева - Якоби. При этом требуется выяснить условия разложения функций в ряды 
Фурье по указанным классическим ортогональным системам, образующим на заданном 

отрезке полную ортогональную систему. В последнее время появляются вс  ̈  новые 
возможности применения классических ортогональных многочленов при решении 
различных технических задач вариационного содержания. В связи с этим, классическим 
ортогональным многочленам уделяется больше внимания. 

Следует отметить, что в весовом пространстве     ,    -  обычные вопросы 

полиномиальных приближений функций суммами Фурье ‟ Чебышева, структурные 
характеристики которых определялись специальными модулями непрерывности, 
рассмотрены в работах [1-5]. Вопросы совместного приближения функций и их 
производных суммами Фурье ‟ Чебышева не были рассмотрены в вышеуказанных 
работах. Данная работа посвящена изучению некоторых экстремальных задач 
совместных приближений функций. 

Пусть   ‟ множество натуральных чисел;       * +        ((√    )   ,    -) ‟ 

пространства суммируемых с квадратом функций   ,    -     (     )  с весом 

Чебыш ̈ва  ( )    √     и конечной нормой 

          
 (  ∫  

 

  

  ( )

√    
   )

   

  

Через   
( )

  (            
( )

   )  обозначим множество функций       у которых 

производные (   ) -го порядка  (   )  абсолютно непрерывны, а производные  -го 

порядка  ( ) принадлежат пространству     
Следуя работе [1], в пространстве    введ ̈м оператор 

   ( )  
 

 
, (      √        )   (      √        )-                      ( ) 

который будем называть оператором обобщ ̈нного сдвига. 

В [1] введ ̈н специальный модуль непрерывности следующим образом. Пусть 

  (   )     ( )   ( )  (    ) ( )  
 

  
 (   )    (  

   (   )  )  (    )  ( )   
 

 ∑  

 

   

(  )   .
 
 

/  
  ( )  

где    
  ( )   ( )   

  ( )    (  
    ( ))                и    ‟ единичный 

оператор в пространстве     
Определим модуль непрерывности  -го порядка равенством 

  (   )     *‖  
 (   )‖   | |   +  

Пусть далее 

  ( )  
 

√ 
       ( )  √

 

 
   (        )         

‟ ортонормированная система многочленов Чебыш ̈ва в пространстве     Тогда, как 
хорошо известно, 
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 ( )  ∑   
     ( )  ( )                                                                ( ) 

  ( )  ∫  
 

  

 ( )

√    
   ( )   ‟ есть ряд Фурье-Чебышева функции       а 

    (   )  ∑  

   

   

  ( )  ( ) 

‟ частичные суммы ряда (2). Известно [2], что 

    (∑   
     

 ( ))               ( )   (∑   
     

 ( ))                             ( ) 

Пусть теперь    (    )
  

     
 

  
 † дифференциальный оператор второго 

порядка. В работе [1] доказано, что для произвольной функции      коэффициенты 
Фурье-Чебышева ряда (3) удовлетворяют соотношения 

  ( )  (  )        ( 
  )                                   ( ) 

где             (     )          Там же доказано, что для указанных 
коэффициентов также имеют место равенства 

  (   )          ( )          
где функция     ‟ определ ̈на равенством (1). Применением равенства Парсеваля в [1] 

для произвольной функции     
(  )

 получено соотношение 

   
 (   )    ∑  

 

   

(       )       
 ( )  

Введ ̈м далее обозначение 
     ( )         ( )    

и если  ‟ некоторый класс функций, принадлежащий     то положим 
     ( )     *     ( )       +  

Так как наряду с функцией   все операторные производные вида     (         ) 

также принадлежат пространству     
(  )

, то имеет смысл найти наилучшее приближение 

некоторого множества     
( )

, принадлежащего множеству     
(  )

, то есть требуется найти 

точное значение верхней грани 

    
( )

(    
( )

)     *    ( 
  )          

( )
+  

Имеет место следующая 

Лемма.  Для произвольной       
(  )

 при всех           справедливо точное 

неравенство 

    ( 
  )       (   )    ( 

   )                                     ( ) 

которая для функции   ( )    ( ) обращается в равенство. 
Доказательство. Легко убедиться, что 

    
 (   )    ∑  

 

   

     
 ( )  

Пользуясь равенствами (3) и (4) для произвольной функции       
(  )

 при любом 

          получаем 

    
 (   )    ∑  

 

   

  
 (   )   

 

 ∑  

 

   

   (   )     
 ( )     (   ) ∑  

 

   

     
 ( )   

 

    (   )    
 (   )     
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откуда сразу следует неравенство (5). Знак равенства в (5) реализует функция   ( )  

  ( ), очевидно принадлежащая классу     
(  )

,    - и для которой 

    (  )            ( 
   )                                                    ( ) 

Кроме того, 

    ( 
   )         (   )         (   )      ( 

   )  
Лемма доказана. 

В работе М.Ш.Шабозова и К.Тухлиева [2] доказано, что для любых            
справедливы равенства 

   
      

(  )

        ( )   

.
 
 ∫  

   

 
  

   
(     )          /

     

Следующая теорема обобщает результаты М.Ш.Шабозова и К.Тухлиева 

Теорема 1.  Пусть                  . Тогда имеет место равенство 

   
      

(  )

  (   )    (   )   

.
 

 
∫  

   
   

   
(     )           /

                                                   ( ) 

Доказательство. Используя результат теоремы 1 из [3] будем иметь 

    ( 
  )  (

 

 
∫  

   

 

  
   

(     )          )

 

  

Применив к последнему неравенству леммы, приходим к следующему неравенству: 

    ( 
  )  

 

  (   )
     ( 

  )   

 

 
 

  (   )
(
 

 
∫  

   

 

  
   

(     )          )

 

  

Отсюда следует оценка сверху величины, стоящей в левой части равенства (7) 

   
      

(  )

  (   )    (   )   

.
 

 
∫  

   
   

   
(     )           /

                                           ( ) 

Для функции   ( )    ( ) , для которой, кроме равенств (6), ещ  ̈  имеет место 
равенство 

  
   

(      )         (       )  
 

(
 

 
∫  

   

 

  
   

(      )           )

 

      

запишем оценку снизу указанной величины 

   
      

(  )

  (   )    ( 
  )   

.
 
 ∫  

   

 
  

   
(     )           /

   

 

 
  (   )   

.
 

 
∫  

   
   

   
(      )           /

  
   

                                         ( ) 

Сопоставляя оценку сверху (8) с оценкой снизу (9), получаем требуемое равенство (7), 
чем и завершаем доказательство теоремы. 

Из теоремы сразу вытекают ряд следствий. 
Следствие 1.  В утверждении теоремы имеет место равенство 

   
      

(  )

  (   )    ( 
  )   

.
 
 ∫  

   

 
  

   
(     )           /

  .
 

 
/
 

  

В свою очередь, из следствие 1 вытекает 
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Следствие 2.  В условиях следствия 1 справедливо экстремальное равенство 

   
      

(  )

  (   )     ( 
  )   

  (      (  ))   
    

 

Через  ( )    ( )  (      ( )    ( )      ( ))  † обозначим класс функций 

      
(  )

, у которых           . 

Справедлива следующая 

Теорема 2.  При любых    ,       ,     имеет место равенство 

   
   ( )    ( )

    (   )   

(    ( )   )                                             (  ) 

 

Доказательство. В силу определения класса  ( )    ( ) имеем 

    ( 
  )                

а потому из неравенства типа Колмогорова [2] для произвольной функции   
 ( )    ( ) следует, что 

    ( 
  )    (    ( )   )      (    ( 

  )   )     

 

 (    ( )   )       
откуда получаем 

    ( 
  )   

(    ( )   )     
    

Переходя к верхней грани по всем функциям    ( )    ( ) в последнем неравенстве 

приходим к следующей оценке сверху: 

   
   ( )    ( )

    (   )   

(    ( )   )                                               (  ) 

Чтобы получить аналогичную оценку снизу, введ ̈м в рассмотрение функцию 

  ( )  
 

   
   ( )  

Так как 

    ( )  
 

   
     ( )  

 

   
 (  )      ( )  (  )   ( ) 

 

           (  )    ( )         

то функция     ( )    ( ). 

С другой стороны, при всех           

    ( )  
(  ) 

  (   )
   ( )  

 

    ( 
   )    

 

  (   )
    (         )  

 

    (  )    
 

   
  

Учитывая эти равенства, запишем оценку снизу 

   
   ( )    ( )

    ( 
  )   

(    ( )   )     
 

    ( 
   )   

(    (  )   )     
  

 

 
   (   )

(    )      
   (   )

   (   )                                                  (  ) 
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Требуемое равенство (10) сразу следует из сравнения неравенств (11) и (12), чем и 
завершаем доказательство теоремы 2. 
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