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В статье для обыкновенного операторно-дифференциального уравнения с двумя  граничными и 
одной внутренней сингулярной точками с помощью известного представления общего решения и его 

формул обращения выясняется постановка задачи типа линейного сопряжения. При 2n  в четырёх 

случаях выявляется достаточное условие, при выполнении которого задача имеет единственное решение 

и это решение находится в явном виде.  

 

Вожаҳои калидӣ: муодилаи операторӣ-дифференсиалии одӣ, нуқтаи сарҳадӣ ва дохилии сингулярӣ, 

ҳалли умумӣ, формулаҳои баргардонӣ, масъалаи хаттӣ-ҳамроҳшавӣ. 

 
Дар мақола барои муодилаи операторӣ-дифференсиалии одӣ бо ду нуқтаи сарҳадӣ ва як нуқтаи 

дохилии сингулярӣ бо ёрии ҳалли умумии маълум ва формулаҳои баргардонии он гузориши масъалаи хаттӣ-

ҳамроҳшавӣ муайян карда мешавад. Дар вақти 2n   дар чор ҳолатҳо шарти кофие ёфта мешавад, ки 

ҳангоми иҷрошавии он масъала ҳалли ягона дорад ва он ҳал дар намуди ошкор ёфта мешавад.  
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In the article for an ordinary operator-differential equation with two boundary and one internal singular 
points using a well-known representation of the general solution and its inversion formulas the formulation of a 

linear conjugation type problem is clarified. In 2n  the four cases a sufficient condition is revealed  under which 

the task has a single solution and this solution is in an explicit form. 

 

 

Задача линейного сопряжения является одной из основных граничных задач в теории 

аналитических функций. Впервые к решению этой задачи пришел Б.Риман в связи с вопросом 

построения линейного дифференциального уравнения по заданной группе подстановок (группе 

монодромии) [1]. Формулировка этой задачи, близкая к современному принадлежит Д.Гильберту[2]. 

Данная задача имеет много приложений. В монографиях [3] и [4] рассматривались приложения задачи 

линейного сопряжения в теории сингулярных интегральных уравнений и других вопросах, а также ее 

обобщения в различных направлениях. Постановке и исследованию задачи типа линейного 

сопряжения для решений дифференциальных уравнений с частными производными и обыкновенных 

дифференциальных уравнений, а также их систем посвящён ряд работ, таких как [5]-[19]. 

Нашей целью в данном исследовании было выяснение постановки задачи типа линейного 

сопряжения и нахождении ее решения для уравнения 
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однозначно связаны соответствующей треугольной системой алгебраических уравнений вида  
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Следствие 1. Решения уравнения (1), выражаемые формулой (2)  подчиняются следующим 

характеристическим  равенствам:  
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Эти равенства назовём формулами обращения представления (2), они дают возможность по 

известному решению уравнения (1) соответствующие ему постоянные найти однозначно. 

Действительно, взяв две группы из равенств (4)-(7), одно относящееся к 1Γ , другое к 2Γ , однозначно 

находим две группы произвольных постоянных, по одному относящиеся к этим интервалам, далее 

подставляя их в соответствующую из систем (3), находим однозначно другие группы постоянных, 

относящихся к указанным интервалам. 

Используя представление (2) и его формулы обращения можно исследовать задачу типа 

линейного сопряжения для уравнения (1) в следующей постановке:  

Задача 1. Найти решение уравнения (1), удовлетворяющее следующим условиям сопряжения:  



НОМАИ ДОНИШГОҲ•УЧЁНЫЕ ЗАПИСКИ•SCIENTIFIC NOTES•№4 (63) 2022 
 

15 
 

 

















1

0

0)(

)0(

2)(

1

0

0)(

)0(

1 2

2
2
1

1

1
1
1 ])[(])[(

n

j

bx

j

b

bp

jnk

n

j

bx

j

b

bp

kj yAxbbyAbxb

 

k

n

j

bx

j

b

bp

jnk

n

j

bx

j

b

bp

jnk yAxbbyAbxb  




















1

0

0)(

)0(

3)3(

1

0

0)(

)0(

2)2( 3

3
2
2

2

2
1
2 ])[(])[( , nk 2,1 ,    (8) 

 где kjb  и k , nk 2,1
 
,
 )1(,0  nj  

- заданные вещественные числа. 
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схеме. Представление (2) подставим в условия (8) и, применяя характеристические равенства (4) - (7) 

приходим к следующей системе n2  линейных  алгебраических уравнений: 
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Далее, полученный результат подставляем в систему (9), преобразуем ее к системе n2  уравнений 

относительно двух групп, состоящих всего из n2  неизвестных 
21 ,
jiji

CC , )1(,0  nj , 21,i   (всего 

можно рассмотреть четыре случая). Поставляя соответствующие условия, обеспечим определенность 

полученной системы, решаем ее, после полученный результат подставляем в системы (3) и находим 

значение всех остальных n2  неизвестных. Таким образом, находятся однозначно все неизвестные 

входящие в систему (9), поставляя значение которых в формулу (2) находим решение задачи 1. 

Продолжим обсуждение в конкретном случае 2n . В этом случае система (9) принимает вид  
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а системы (3) записываются в виде  
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известные числа.

 

Рассмотрим случай, когда из системы (11) неизвестные 
2

ji
C  выражаются при помощи 

неизвестных 1

ji
C , 2,1i , 1,0j , то есть   
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где iiiiii
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i
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e

d
A   . В системе (10) неизвестные 

2

0iC , 
2

1iC  заменяем  

их выражениями через неизвестные 
1

0iC , 
1

1iC , 2,1i  при помощи равенств (11), в полученном  

результате произведем некоторые преобразования и приходим к следующей алгебраической 

системе относительно неизвестных 
1

0iC , 
1

1iC , 2,1i :  
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1 AbAbAbAbl kkkkkk   - известные вещественные 

числа. 

Пусть в условиях (8) числа kjb  и k , 4,1k ,
 

7,0j  такие, что детерминант 
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отличен от нуля. Тогда единственное решение алгебраической системы (13), дается равенствами 
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где 
ij

11 - есть детерминант, который получается из  основного детерминанта 11 , если вместо 

столбца, соответствующего неизвестному 1

ijC , 2,1i , 1,0j поставить столбец правой части 

системы (13). Полученное значение неизвестных 1

ijC  из равенств (14) подставляя в соответствующую 

систему (12) определим значение неизвестных 2

ijC , 2,1i , 1,0j  следующим образом: 
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Таким образом, все неизвестные, входящие в систему (10) однозначно найдены.   Их значение из 

равенств (14) и (15) подставляя в формулу общего решения уравнения (1), то есть формулу (2), выделим 

решение, удовлетворяющее условиям сопряжения (8) при 2n , которое имеет вид:    
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(16) 

Докажем единственность полученного решения. Для этого допустим существование другого 

решения )(2 xy  задачи. Тогда их разность )()()( 21 xyxyx   в силу легко проверяемых тождеств 
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 для уравнения  

02

)( bB  .                                                          (18) 

Покажем, что при условии 011   такая функция тождественно равна нулю. 

Уравнение (18)  получается из уравнения (1) при 0)()(  xfxq  и поэтому, его общее решение 

на основании представления (2)  будет выражаться формулой 
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Для оператора )(bB  от этой функции на основании представления (2)  имеем формулу  
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Используя формулы (19) и (20) находим решение уравнения (18), подчиняющегося условиям  

(17). Условия (17) являются частным случаем условий (8) и получаются из них при замене выражения 

)(bA  на )(bB , а правую часть нулем. Значит при решении задачи (18), (17) мы приходим к системе вида 

(13). Выясним, какой будет эта система. Для этого находим постоянные, входящие в неё и зависящие 

от точки 
0

ix  с помощью вышеприведенных формул. При этом  id , ie , ik , ir  остаются неизменными, 

а 0i , 0i , 0i , 0i , в силу чего будет 0 iiii BBAA . Из этого следует, что левая 

часть искомой системы будет как в системе (13), а правая часть будет нулевым. То есть для задачи (18), 

(17), мы получаем однородную линейную алгебраическую систему, соответствующую системе (13). 

Из этой системы однозначно находим 01

0 iC , 01

1 iC , 2,1i , используя это и учитывая 

0 iiii BBAA , из равенств (12) получим 02

0 iC , 02

1 iC , 2,1i . Теперь, подставляя 

полученное значение всех произвольных постоянных в формулу (19), находим решение задачи (18), 

(17) в виде 0)( x . Из этого следует, что )()( 21 xyxy  , то есть задача 1 при 2n  в случае 011 

, кроме )(1 xy
 
других решений не имеет. 

Доказано следующее утверждение:  

Теорема 2. Пусть в уравнении (1) 2n  и выполняются условия теоремы 1. В условиях 

сопряжения (8) числа kjb , k , 4,1k ,
 

7,0j
 
такие, что детерминант 11  не равен нулю. Тогда, 

задача 1 имеет единственное решение, которое выражается формулой (16). 

Замечание 1. Аналогичные результаты получены и в случаях, когда детерминант  
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