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В статье рассмотрено операторно - дифференциальное уравнение, полученное n  - кратным 

итерированием линейного обыкновенного дифференциального оператора первого порядка с 
тремя внутренними сверхсингулярными точками. Получено интегральное представление общего 
решения уравнения, зависящее от n

 - произвольных постоянных. Установлены 
характеристические равенства для представления, являющиеся для него формулами обращения. 
С помощью полученного представления изучено поведение решений уравнения в окрестности 
особых точек. Показано, что все решения уравнения в окрестности особой точки, в 
зависимости от знака предельного значения определенного коэффициента оператора, 
стремятся к бесконечности или нулю наподобие экспоненциальной функции. Полученное 
представление применено для выяснения правильной постановки задач Коши - Рикье с условиями 
на сверхсингулярных точках и нахождения их решения в явном виде.  

 
Вожањои калидї: муодилаи операторӣ - дифференсиалии одї, нуќтаҳои дохилии дорои 

сингулярнокии баланд, тасвири интегралии њалли умумї, формулањои баргардонии тасвир, 
рафтори ҳалҳо, масъалаҳои Кошӣ-Рикйе. 

 
Дар мақола муодилаи операторӣ - дифференсиалии дар натиљаи n  - маротиба итеронидани 

оператори дифференсиалии одии хаттии тартиби якум бо се нуқтаҳои дохилии 
сингулярнокии баланд њосилшуда, омўхта мешавад. Тасвири интегралии ҳалли умумии муодила 
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ѐфта мешавад, ки аз n  - доимиҳои ихтиѐрӣ вобаста мебошад. Барои тасвир баробариҳои 
характеристикӣ ѐфта шудаанд, ки барои он формулаи баргардонӣ мебошанд. Бо ѐрии тасвири 
ҳосил кардашуда рафтори ҳалҳои муодила дар атрофи нуқтаҳои махсус омӯхта шудааст. 
Нишон дода шудааст, ки ҳамаи ҳалҳои муодила дар атрофи нуқтаи махсус, вобаста ба 
аломати қимати ҳудудии коэффитсиенти муайяни оператор, ҳамчун функсияи экспоненсиалӣ 
ба беохир ѐ нол майл мекунанд. Тасвири ҳосил кардашуда дар муайян кардани гузориши 
дурусти масъалаҳои Кошӣ - Рикйе бо шартҳои дар нуқтаҳои дорои сингулярнокии баланд 
додашуда ва дар намуди ошкор ѐфтани ҳалли онҳо татбиқ карда шудааст.  

 
Key words: ordinary operator - differential equation, internal supersingular points, integral 

representation of the general solution, inversion formulas of the representation, behavior of solutions, 
Cauchy - Riquier problems. 

 

The paper studies an operator - differential equation obtained by n  - iteration of a linear ordinary 
differential operator of the first order with three internal super singular points. An integral 

representation of the general solution of the equation depending on n  - arbitrary constants is obtained. 
The characteristic equalities for the representation, which are the conversion formulas for it, are 
established. With the help of the obtained representation, the behavior of solutions of the equation in the 
vicinity of singular points is studied. It is shown that all solutions of the equation in the vicinity of a 
singular point, depending on the sign of the limit value of a certain coefficient of the operator, tend to 
infinity or zero like an exponential function. The obtained representation is used to clarify the correct 
formulation of Cauchy - Riquier problems with conditions on super singular points and to find their 
solutions explicitly. 

 

Обыкновенные дифференциальные уравнения первого, второго, более высокого порядков  

и их систем с одной точкой вырождения или сингулярности разного порядка исследованы в 

многочисленных работах, например, [1] - [8]. В монографии [1] разработан новый способ 

исследования линейных обыкновенных  дифференциальных уравнений первого порядка, а 

также их систем со многими сингулярными точками разного порядка в зависимости от 

расположения особых точек. В работах [9] - [12], [14], [16] - [20]  разработанная в [1] 

методика применена для изучения линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 

первого, второго порядков, а также обыкновенных дифференциальных уравнений 

специального типа с двумя или тремя особыми точками разного порядка. В этих работах для 

рассматриваемых уравнений получены формулы представления общего решения, которые 

применяются для изучения свойств решений, выяснения постановки и решения задач Коши, 

Коши - Рикье и типа линейного сопряжения.  

Обыкновенные дифференциальные уравнения более высоких порядков с многими 

особыми точками изучены недостаточно. В связи с этим в данной работе изучается 
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(особыми) точками данного уравнения и оператора )(),( bA . Предполагается, что функции

)(xp , )(xq
 и )(xf

  непрерывны на отрезке Γ , возможно кроме точек ib , в которых 

могут допускать только разрыв первого рода.Понятие решения уравнения (1) вводится так 

же, как в работах [1], [17] - [19].   
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множество )(bГ  как объединение интервалов в виде 3210)( ΓΓΓΓГ b  . Для 

построения решения уравнения (1) на множестве 
21 ΓΓ   его рассмотрим одновеременно в 
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произвольные постоянные. Следующая формула, аналогичная формуле (8), имеет место для 

степеней оператора )(),( bA  от функции (10): 

 








 








1
12

0

,

,

,

1

2

0

,

0)(),(
)!(

)(
)1()()()0(exp 1

1
2
0

1

1

1

n

sj

sj

j

s

bpb

bs
b

sj

xb
CxwxbpyA


   

  
















 






  




 
dwbpbf

sn

x
q

j

x
bpb

snb

x

sn

j

j

)()()0(exp)()(
!)1(

)(
)(

!

)( ,

,

,

1

2

01

2

0

11

0

2

0
1

1
2
0

1

1

1

1

 

 ],...,,),(),(),([ 2

10

2

)1(0

2

0

2

0

2

0

2

0

,

,
1

1 


 nsssb CCCxfxqxpK

 , )1(,1  ns .                                     (11) 
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общее решение уравнения (1) и степени оператора от него на 3Γ  
и в случае, когда вместо 

условия 0)0( 3

1

3 bp  выполняется условие 0)0( 3

1

3 bp , если функции )(1

3 xq  и )(1

3 xf    при 

03 bx
 
стремятся к нулю и подчиняются следующему, соответственно асимптотическому 

условию:     ])[()()()0(exp,])[()()()0(exp
1
33

3

1
33

3 3

1

3

,

3

1

33

1

3

,

3

1

3

  bxoxfxbpbxoxqxbp bb 
 ,

 

1, 3

1

3

1

3   при 03 bx .  Эти требования выполняются если для функции )(xp

имеет место неравенство 0)0( 3 bp  и функции )(xq  и )(xf    при 03 bx
 
стремятся к 

нулю и, удовлетворяют асимптотическому равенству 

    ])[()()()0(exp,])[()()()0(exp
1
33

3

1
33

3 3

,

3

1

33

,

3

1

3

  bxoxfxbpbxoxqxbp bb 
 ,

 

1, 3

1

3

1

3   при 03 bx .  

   Совокупность формул (10), (3), (7), (12) определяет общее решение уравнения (1) на 

)(bΓ  в виде  
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1
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
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
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
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









i

ГхприCCCxfxqxpK

ГхприCCCxfxqxpK

ГхприCCCxfxqxpK

ГхприCCCxfxqxpK

xy

nb

iniiiiiib

iniiiiiib

nb

i

i

i

i









     (14)  

а совокупность формул (11), (4), (8) и (13) степени оператора )(),( bA  от этой функции в 

виде 
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
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
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





ГхприCCCxfxqxpK

ГхприCCCxfxqxpK

ГхприCCCxfxqxpK

ГхприCCCxfxqxpK

yA

nsssb

inisisiiiisb

inisisiiiisb

nsssb

s
b

i

i

i

i









 ,2,1i  (15) 

)1(,1  ns (их можно выразить одной формулой (15), полагая в нѐм )1(,0  ns ), если мы, 

в соответствии с определением решения уравнения, обеспечим непрерывность  выражений 

yA
s

b)(),( , )1(,0  ns в точках 0

ix , 2,1i , то есть потребуем выполнение равенств 

0)(),(0)(),( 00 ][][



ii

xx

s
bxx

s
b yAyA  , 2,1i , )1(,0  ns . Это приводит нас к следующим двум 

системам линейных алгебраических уравнений, имеющих треугольную форму: 

    ,]....,,),(),(),([]...,,,),(),(),([ 0

1

1
0

2

1

2

)1(

2222,

,

1

1

1

)1(

1111,

,
i

i

ii

i

i xxnisiisiiisbxxnisiisiiisb CCCxfxqxpKCCCxfxqxpK






 






 

)1(,0  ns , 2,1i                                                                                                   (16)  

Каждая из систем (16) относительно одной группы произвольных постоянных 1

ji
C и 2

ji
C , 

)1(,0  nj  относящихся к промежутку iΓ , 2,1i  имеет единственное решение, если 

другую группу считать известной. Потому что, в этих системах основная матрица, 
соответствующая каждой из этих групп переменных имеет положительную главную 
диагональ. Так что с помощью систем (16)  каждую из вышеназванных групп произвольных 
постоянных можно выразить однозначно через другую, соответствующую группу. Это 
позволяет записать формулы (14) и (15) в четырѐх равносильных формах, в связи с 
расположением и взаимосвязи произвольных постоянных в их второй - пятой строках, в 
соответствии со следующими правилами:  

а). Произвольные постоянные 
1

1 j
C и 

1

2 j
C , )1(,0  nj , расположенные во второй и 

четвѐртой строках формул считаются основными, а постоянные 2

1 j
C и 2

2 j
C , )1(,0  nj , 

расположенные в третьей и пятой строках, определяются с их помощью из соответствующей 
системы (16); 

б). Произвольные постоянные 1

1 j
C и 2

2 j
C , )1(,0  nj , расположенные во  

второй и пятой строках формул считаются основными, а постоянные 2

1 j
C и 

1

2 j
C , )1(,0  nj , 

расположенные в третьей и четвѐртой строках, определяются с их помощью из 
соответствующей системы (16); 

в). Произвольные постоянные 2

1 j
C  и 

1

2 j
C , )1(,0  nj , расположенные в третьей и 

четвѐртой строках формул считаются основными, а постоянные 
1

1 j
C и 2

2 j
C , )1(,0  nj , 

расположенные во второй и пятой строках, определяются с их помощью из соответствующей 
системы (16); 

г). Произвольные постоянные 2

1 j
C  и 2

2 j
C , )1(,0  nj , расположенные в  третьей и пятой 

строках формул считаются основными, а постоянные 
1

1 j
C и 1

2 j
C , )1(,0  nj , 

расположенные во второй и четвѐртой строках, определяются с их помощью из 
соответствующей системы (16). 

Во всех этих случаях представление (14), выражающее общее решение уравнения (1) 

зависит от n  - произвольных постоянных, различным образом обозначенных в промежутках 

iΓ , 3,2,1,0i .   
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Из проведенных выше рассуждений вытекает, что  формулы (14) и (15) выражают  общее 

решение уравнения (1) и степени оператора )(),( bA от него при любых комбинациях знаков 

чисел )0( ibp , 3,2,1i  и )0( 1 ibp , 2,1,0i , если функции )(xq  и )(xf  подчиняются 

следующим дополнительным требованиям:  в случае 0)0( ibp  при 0 ibx
 

обращаются в нуль и подчиняются соответственно условию (5), а в случае 0)0( 1 ibp  при 

01  ibx
 
обращаются в нуль и подчиняются условиям (9). 

Таким образом, доказано следующее утверждение: 

Теорема 1. Пусть сверхсингулярные точки уравнения (1) расположены в виде 

bbbba  321 , далее 
3

0

)(




i

ib ΓΓ ,  10 , baΓ   1,  iii bbΓ , 2,1i ,  bbΓ ,33   а 0

ix - 

обозначает фиксированную точку интервала iΓ , 2,1i , которая разделяет этот  

интервал на промежутки .),[,],( 1

0201

 iiii bxΓxbΓ
ii

 Пусть выполняются следующие 

условия: 

1) функции )(xp , )(xq и )(xf непрерывны на отрезке Γ , за исключением, быть может, 

точек ib , 3,2,1i . В самих этих точках они могут иметь лишь разрыв первого рода и для 

функции )(xp   выполняются неравенства 0)0( ibp , 0)0( ibp  , 3,2,1i ; 

2) функции )(1 xpi , 3,2,1i , определяемые при помощи функции  )(xp  удовлетворяют, 

соответственно, условию (2); 

3) функции
 

)(2 xpi , 2,1,0i , определяемые при помощи функции  )(xp  удовлетворяют 

соответственно, условию (6);   

4) выполняется следующая комбинация знаков чисел 0)0( ibp , 0)0( ibp , 3,2,1i ; 

5) могут выполняться другие всевозможные комбинации знаков чисел )0( ibp , 3,2,1i ,

)0( 1 ibp , 2,1,0i . При этом требуется, чтобы функции )(xq  и )(xf , в случае 

0)0( ibp  при 0 ibx
 
обращались в нуль и подчинялись, соответственно, условию (5), 

а в случае 0)0( 1 ibp  при 01  ibx
 
обращались в нуль и подчинялись, соответственно 

условию (9). 

Тогда общее решение уравнения (1) на множестве )(bΓ  выражается при помощи 

формулы (14), для степеней оператора )(,)( bA   от него имеет место формула (15), где 1

ji
C ,

3,2,1i ,
2

ji
C , 2,1,0i , )1(,0  nj  - произвольные постоянные, группы из которых 

соответствующие промежутку iΓ , 21,i   однозначно связаны соответствующей 

треугольной системой алгебраических уравнений (16).   

Следствие 1. Непосредственная проверка показывает, что по известному решению 

уравнения (1), выражаемому по формуле (14) соответствующие ему постоянные находятся 

однозначно с помощью следующих равенств, которые, подобно [1], [3]  называем 

характеристическими:  

   2

00)(),(
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2
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1 s

s
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s
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   1

1)(),(

,

1

1

1
01

1

1
)()0(exp sbx

s
bb CyAxbp 






 , )1(,0  ns ;                   (18) 

    2

1)(),(

,

2

2

1 )1()()0(exp
02

2

2 s

s

bx

s
bb CyAxbp 






 , )1(,0  ns ;              (19) 

   1

2)(),(

,

2

1

2
02

2

2
)()0(exp sbx

s
bb CyAxbp 






 , )1(,0  ns ;                 (20) 
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   2

2)(),(

,

3

2

2 )1()()0(exp
03

3

3 s

s

bx

s
bb CyAxbp 






 , )1(,0  ns ;             (21) 

   1
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,

3

1

3
03

3

3
)()0(exp sbx

s
bb CyAxbp 






 , )1(,0  ns ;                 (22) 

Процесс нахождения постоянных 1

ji
C , 2

ji
C , 2,1i , )1(,0  nj  можно можно проделать и 

следующим способом, которым воспользуемся в дальнейшем:   взяв две группы из равенств 

(18) - (21), одно относящееся к 1Γ , другое к 2Γ , однозначно находим две группы 

произвольных постоянных, по одному относящиеся к этим интервалам, далее подставляя их 

в соответствующую из систем (16)  находим однозначно другие группы постоянных, 

относящиеся к указанным интервалам.  Характеристические равенства (17) - (22) являются 

формулами обращения представления (14). 

Следствие 2. Непосредственной проверкой заключаем, что все решения уравнения (1), 

выражаемые формулой   (14) в окрестности сверхсингулярных точек ведут себя как 

экспоненциальная функция и точно это характеризуется знаками предельных значений 

функции )(xp
 
в этих точках. При 0 ibx , 3,2,1i , если 0)0( ibp , то все решения 

уравнения стремятся к бесконечности и удовлетворяют асимптотическому равенству  

  )()0(exp)(
,1 xbpOxy i

ibii




 , если же 0)0( ibp , то все решения стремятся к нулю с 

поведением   )()0(exp)(
,1 xbpoxy i

ibii




 . При   01  ibx , 2,1,0i , если 0)0( 1 ibp , 

то все решения данного уравнения стремятся к бесконечности с асимптотическим 

поведением   )()0(exp)(
,

1

2 1

1
xbpOxy i

ibii









 , если же 0)0( 1 ibp , то все они стремятся 

к нулю с поведением   )()0(exp)(
,

1

2 1

1
xbpoxy i

ibii









 . Из проведенных рассуждений 

вытекает, что общая картина поведения решений уравнения (1) в окрестности 

сверхсингулярных точек характеризуется комбинацией знаков шести чисел )0( ibp , 3,2,1i  
и )0( 1 ibp , 2,1,0i .  

Интегральное представление общего решения уравнения (1) и степеней оператора )(,)( bA   
от него, то есть формула (15), а также еѐ характеристическое свойство, выражаемое 

равенствами (17) - (22), дают возможность выяснить правильную постановку граничных 

задач  Коши - Рикье и найти их решение в явном виде.  

Задача 1. Найти решение уравнения (1), удовлетворяющее двум группам условий вида  
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)1(,0  ns ,                                                                                                            

а также одному из следующих двух групп условий:  
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bb cyAxbp 






 ; (26) 

   2

10)(),(

,

2

2

1
2

2

2
)()0(exp sbx

s
bb dyAxbp 






 ,    2

20)(),(

,

3

2

2
3

3

3
)()0(exp sbx

s
bb dyAxbp 






 ,  (27) 

)1(,0  ns , где 2

0 sa , 1

sia , k

sib , k

sic , 2

sid , 1

3sd 2,1, ki , )1(,0  ns - заданные вещественные 

числа. 

Решение задачи 1. Пусть, для уравнения (1) выполнены все условия теоремы 1. Формулу 

(15) подчиним условиям (23). Тогда на основании характеристических равенств (17) и (22)  

значение произвольных постоянных 
2

0 s
C и 

1

3s
C , )1(,0  ns  однозначно находим 

следующими равенствами: 
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2

0

2

0 saC
s
 ,

 

1

3

1

3 sdC
s
 , )1(,0  ns .                          (28) 

Далее формулу (15) подставляем в условия (24). Тогда в силу характеристических 
равенств (18) и (20) имеем:    

 
1

1

1

1 saC
s
 ,

 

1

2

1

2 saC
s
 , )1(,0  ns .                                  (29) 

Теперь в системах (16) постоянные 
1

1s
C и 

1

2 s
C , )1(,0  ns  заменим их значениями из 

последних равенств. Тогда приходим к следующим треугольным системам линейных 
алгебраических уравнений:    

    ,],...,),(),(),([],...,),(),(),([ 0
1

1

1
0
1

2

2

1

11

1

1

1

1

1

1

1

1

,

,

2

11

2

1

2

1

2

1

2

1

,

, xxnssbxxnssb aaxfxqxpKCCxfxqxpK











 

    ,],...,),(),(),([],...,),(),(),([ 0
2

2

2
0
2

3

3

1

12

1

2

1

2

1

2

1

2

,

,

2

12

2

2

2

2

2

2

2

2

,

, xxnssbxxnssb aaxfxqxpKCCxfxqxpK











 

)1(,0  ns                                                                                                                              (30) 

относительно произвольных постоянных 2

1s
C

 
и 2

2 s
C , )1(,0  ns , соответственно, из 

которых последние определяются однозначно. Значение постоянных 
2

0 s
C , 1

3s
C , 1

1s
C , 1

2 s
C , 

)1(,0  ns  из равенств (28), (29),  а 2

1s
C , 2

2 s
C из систем (30), соответственно, подставляя в 

формулу (15), получим единственное решение задачи 1 с условиями (23), (24). 
При требовании выполнения других условий задачи 1 выводы делаем аналогичным 

образом. Тогда: в случае условий (23), (25) опять имеем равенства (28) для нахождения 
2

0 s
C , 

1

3s
C , )1(,0  ns , а в силу равенств (18), (21) произвольные постоянные 1

1s
C , 2

2sC  
находим 

равенствами: 

 1

1

1

1 sbC
s
 , 2

2

2

2 )1( s

s

s bC  , )1(,0  ns                                  (31) 

и подставляя найденные значения из равенств (31) в соответствующую систему (16), для 

нахождения постоянных 2

1s
C , 1

2 s
C

 
приходим к следующим определѐнным треугольным 

алгебраическим системам: 
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1
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,

, xxn
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






  

)1(,0  ns ;                                                                                                                              (32) 

в случае условий (23), (26) имеем равенства (28), а на основании характеристических 

равенств (19)  и (20) произвольные постоянные 2

1s
C , 

1

2sC находим так: 

 2

1

2

1 )1( s

s

s cC  , 1

2

1

2 ss cC  , )1(,0  ns                               (33) 

и подставляя последние значения в соответствующую систему (16), получим следующую 

систему для определения 1

1s
C , 2

2 s
C , соответственно: 
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





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)1(,0  ns ;                                                                                                                              (34) 

в случае условий (23), (27) кроме формул (28) на основании характеристических формул 

(19), (21) для определения произвольных постоянных 2

1s
C , 2

2sC
 
получим равенства 

 2

1

2

1 )1( s

s

s dC  , 2

2

2

2 )1( s

s

s dC  , )1(,0  ns                            (35) 

и подставляя эти их значения в соответствующую систему из (16), для нахождения 

постоянных 1

1s
C , 1

2 s
C

 
имеем следующую систему уравнений, соответственно: 
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2
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12

2

2

2

2

2

2

2

,1

,

1

12

1

2

1

2

1

2

1

2

,1

, xxn

n

s

s

sbxxnssb ddxfxqxpKCCxfxqxpK






   

)1(,0  ns .                                                                                                                              (36) 

В каждом из этих случаев, также выписываем соответствующее решение уравнения (1).  
Следовательно, имеет место утверждение: Теорема 2. Пусть для уравнения (1) 

выполняются все  условия теоремы 1. Тогда задача 1 имеет единственное решение. 
Решение, подчиняющееся группе условий (23) и одному из групп условий  (24) - (27), 
получается из формулы (14) путем замены в нѐм произвольных постоянных их значением, 
соответственно, из следующих формул и систем: (28), (29), (30); (28), (31), (32); (28), (33), 
(34) и (28),(35), (36).  
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