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Дар мақола барои як синфи системаи муодилаҳои квазихатии эллиптикии тартиби дуюм 

барои ҳамаи ҳалҳои дар тамоми ҳамворӣ маҳдуд баҳои априорӣ муайян карда шудааст. 
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В статье для одного класса квазилинейных эллиптических систем уравнений второго порядка 

для всех ограниченных во всей плоскости решений, установлена априорная оценка.  
 
Keywords: quasilinear, elliptic, doubly periodic, bounded solutions, uniformly convergent. 
   
In the paper for one class of  quasilinear elliptic systems of equations of the second order, for all 

solutions bounded in the entire plane, an a priori estimate is established. 

 
Оид ба муодилаҳо ва системаҳои эллиптикӣ корҳои М.А.Лаврентев, И.Н.Векуа, Л.Берс, 

Л.Г.Михайлов, шогирдон ва пайравони онҳо хело назаррас аст ([1, 5, 6, 9-12]). Барои 
муодилаҳо ва системаҳои хатӣ аз тарафи олимон И.Н.Векуа ва Л.Г.Михайлов назарияи 
пурраи кофӣ сохта шудааст ([6, 9-12]). Барои системаи муодилаҳои квазихатии эллиптикӣ 
дар ҳамворӣ бошад корҳо нисбатан кам ба чашм мерасанд. Баъзе масъалаҳо ба монандӣ: 
масъалаҳои канорӣ, ҳалҳои маҳдуд ва даврӣ барои муодилаҳои ғайрихаттӣ ва квазихатӣ дар 
ҳамворӣ дар корҳои  И.Н.Векуа, Л.Г.Михайлов, В.С.Виноградов, Э.Мухамадиев, В.Тучке, 
Л.Вольферсдорф, А.И.Янушаускас ва дигарон ([2-4, 6-11, 13-16]) омўхта шудааст. 

Системаи квазихатии эллиптикии тартиби дуюми намуди зеринро дида мебароем: 
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ки дар ин ҷо Δ - оператори Лаплас, ),,( vuzP - функсияи якҷинсаи тартиби m>1 аз рўи 

тағирѐбандаҳои  u, v  ва дудаврӣ аз рўи z  бо даврҳои 2  ва i2 , функсияи ),,( vuzf  бошад, 

шарти   

  m
vuvuzf  ),,(  

-ро бо функсияи )(t , 0t  )()( tot   ҳангоми t  қаноат мекунонад; инчунин фарз 

мекунем, ки функсияҳои P и f шарти Гѐлдерро қаноат мекунонад. Синфи функсияҳои f , ки 

шартҳои дар боло номбаршударо қаноат мекунонанд бо ,mF  ишорат мекунем. 

Теоремаи зерин ҷой дорад. 
Теорема.  Бигзор функсияҳои P и f шартҳои болоиро қаноат кунонанд. Бигзор  

1) барои ҳаргуна   ,])2,0[,:,(0  yxyxKz   1, 00  uCu ,  

0)0,,( 00 uzP ; 

2) барои дилхоҳ 1,, 000  uCuKz  системаи  

                                                                 ),,( 00 vuzPv
z
                                                       (2) 

ҳалли ғайринулии дар тамоми ҳамворӣ маҳдуд надорад. Он гоҳ барои ҳамаи ҳалҳои дар 
тамоми ҳамворӣ маҳдуди системаи (1) баҳои априории зерин ҷой дорад 
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z

z

 )()(sup ,                                                    (3) 

ки дар ин ҷо R  танҳо аз функсияҳои  P   и   вобаста аст. 

Исбот. Фарз мекунем, ки тасдиқоти теорема ҷой надорад, яъне барои дилхоҳ R>0 чунин 

ҳалли ,mR Ff   ва Rw -и дар тамоми ҳамворӣ маҳдуди системаи (1)  мавҷуд аст, ки  
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),2,1(  nnR  қабул мекунем. Он гоҳ чунин пайдарпаии функсияҳои   ,mn Ff   ва  

ҳалли дар тамоми ҳамворӣ маҳдуди )(zwn -и системаи  
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Чунин ишораҳоро дохил мекунем: 
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Функсияҳои зеринро дохил мекунем: 
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Нишон медиҳем, ки ҷуфти функсияҳои ( nn,vu ) системаи зеринро қаноат мекунонанд:  
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яъне, баробарии зерин ҷой дорад  

                  




































))(),(,(
1

))(),(,(
4

1

,)(
1

11

1

zvrzurzzrf
r

zvzuzzrP
z

v

zv
rz

u

nnnnn
m

nm
n

nnn
m

n
n

nm
n

n

      (10) 

Нишон медиҳем, ки пайдарпаии функсияхои { )(zun }, { )(zvn } дар ҳар як компакти 

ҳамворӣ мунтазам наздикшаванда аст.  
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яъне )(zun  - мунтазам маҳдуд. Аз баробарии 
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бармеояд, ки )(zvn  - инчунин мунтазам маҳдуд аст. 

Дар асоси баробарии якуми (10) ва (12) ҳосил мекунем: 
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zun )(
 мунтазам маҳдуд аст. Бинобар он 

пайдарпаии { )(zun } баробардараҷа бефосила мешавад. Ҳамин тавр пайдарпаии )(zun  

мунтазам маҳдуд ва баробардараҷа бефосила аст.  

Ба қайд мегирем, ки 0 . Дар асоси теоремаи Арсел аз пайдарпаии { )(zun } чунин 

зерпайдарпаии })({ zu
jn -ро ҷудо намудан мумкин аст, ки вай дар  }:{   zzK  мунтазам 

наздикшаванда аст. Бигзор )()1( zu  ҳудуди ин пайдарпаӣ бошад.  

Айнан ҳамин тавр аз пайдарпаии })({ zu
jn  зерпайдарпаии })({ zu

jn -ро ҷудо мекунем, ки вай 

дар }2:{2   zzK  мунтазам наздикшаванда аст. Бигзор )()2( zu  ҳудуди ин пайдарпаӣ 

бошад. Маълум аст, ки )()( )1()2( zuzu   ҳангоми Kz . 

Ҳамин тавр, чунин амал намуда, ҷадвали функсияҳои зеринро ҳосил мекунем: 
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Пайдарпаии диагоналиро  

......),(,)(
11 jk nnJkzu   

интихоб мекунем. 
Нишон медиҳем, ки ин пайдарпаӣ дар ҳар як компакти ҳамворӣ мунтазам наздикшаванда 

аст. Бигзор K  компакти ихтиѐрӣ бошад. N -ро чунин мегирем, ки NKK  .  

Ҳангоми Nk  будан, пайдарпаии Jkzuk ),(  ба сатри N -и ҷадвали (14) таллуқ дорад. 
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Бинобарин )(zuk  дар NK  мунтазам наздикшаванда аст, аз он ҷумла дар компакти K .  

Ҳамин тавр, пайдарпаии диагоналии Jkzuk ),(  дар ҳар як компакт ба функсияи )(zu  

мунтазам наздикшаванда аст.  

Баробарии якуми (10)–ро барои RKzJkn  ,  дар чунин намуд менависем: 
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Аз ин ҷо бармеояд, ки )(zu  дар RK  аналитикӣ мебошад. Азбаски R  ихтиѐрӣ аст, пас 

функсияи )(zu  дар тамоми ҳамворӣ аналитикӣ мешавад. Аз (11) бармеояд, ки 1)( zu  аст, 

барои дилхоҳ Cz . Бинобар ин дар асоси теоремаи Лиувилл функсияи u доимӣ мешавад, 
яъне 

                                                                    0)( uzu                                                              (16) 

ҳангоми 10 u . 

Пайдарпаии ,vk }{  Jk -ро дида мебароем. Ба он тарзе ки ҳангоми сохтани пайдарпаии ku

, Jk  амал намуда будем, пайдарпаии диагоналии JJjv j  1,  -ро месозем, ки вай дар ҳар 
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Баробарии дуюми (10) –ро ҳангоми 1Jjn    будан, дар чунин намуд менависем:  
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Азбаски пайдарпаии zj  мадуд аст, бинобар ин ба ягон нуқтаи Kz 0  наздик мешавад. Дар 

баробарии (17) ҳангоми j  ба ҳудуд гузашта, бо назардошти хосияти функсияҳои 
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Бинобар ин дар нобаробарии охирон ба ҳудуд гузашта, ҳосил мекунем: 

                                            1)0()0(  vu ,        1)0(0  vu                                          (20) 

Ду ҳолат ҷой дорад: 1) 0)( zv ,  2) 0)( zv  

Дар ҳолати якум дар асоси  (16) ва (20): 

10 u  

мешавад. Аз  (18)  бармеояд, ки  

)0,,(
4

1
0 00 uzP , 

яъне 

0)0,,( 00 uzP , 

мешавад, ки ин ба шарти 1)-и теорема зид мебошад. 
Дар ҳолати дуюм бошад, функсияи v  ҳалли ғайринулии дар тамоми ҳамворӣ маҳдуди 

системаи (19) мешавад. Он гоҳ системаи (2) низ инчунин ҳалли ғайринулии дар тамоми 
ҳамворӣ маҳдудро дорад. Ин бошад ба шарти 2)–и теорема зид мебошад. Зиддиятҳои 
ҳосилшуда исботи теоремаро нишон медиҳанд.  

Теорема исбот шуд. 
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