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В данной работе доказывается существование непрерывного решения одного 

дифференциального уравнения второго порядка, гиперболического типа с сингулярными 

коэффитциентами. 
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Вожаҳои калидӣ: ҳалҳои бефосила, операторҳо, мунтазам бефосилагӣ, баробардараҷа 

бефосила, шарти Лере-Шаудер. 

 

Дар мақола мавҷудият ва бефосилагии ҳалли яке аз муодилаҳои дифференсиалии тартиби 

дуюм бо коэффитсиентҳои сингулярӣ исбот карда шудааст. 

 

Key words: continuous solutions, operators, uniform continuity, equicontinuous, Leray-Schauder 

principle. 

 

In this paper, we prove the existence of a continuous solution of a second-order differential equation 

of hyperbolic type with singular coefficients. 

 

Рассмотрим уравнение 

( )     (   ) 
   

    
  (   )(   )

  

  
  (   )(   )

  

  
  (   )   (   )  

где            ( )               *(   )              + 

Если     ( ) является решением уравнения (1) и  существует 
  (   )

  
  ( )  то она 

будет и решением уравнения  

(2) 

    ((   )
 

  
   (   ))  ((   )

 

  
   (   ))  

                                                                          (   )   (   )   

где   (   )   (   )    (   )   (   (   ))  

(3)     (   )  (   )
  

  
        

Функцию    ( )  назовѐм непрерывным решением уравнения (2), если при     

существует непрарывная производная 
  

  
, 

 (   )  (   )
  

  
   (   )   ( ) 

и функция   (   ) является непрерывным решением уравнения 

(4) (   )
  

  
   (   )   (   )   (   )  

Другими словами, функция    ( )  будет непрерывным решением уравнения (2), 

если вместе с некоторой функцией  (   ) являются непрерывным решением системы 

(5) {
(   )

  

  
   (   )   

(   )
  

  
   (   )   (   )   (   ) 

 

Из леммы 5.1 [3] следует, что если 
   

  
  ( )   (   )     

то при     существуют непрерывные производные  
  

  
 
 

  
(
  

  
) 

Легко увидеть, что если     ( ) решение уравнения  

(6)         
    

  (     ) 
а     ( ) решение уравнения  

  
    

  ( )     
то функция  

 (   )    (   )   (   ) 
будет непрерывным решением уравнения (2). Поэтому, в дальнейшем изучим вопрос о 

существовании решения уравнения (6) в пространстве  ( )  которое будет непрерывным 
решением уравнения (2). 
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Заметим, что в определении непрерывного решения уравнения (2) существования 

непрерывной производной 
   

  
  не существенно. 

Для любых функций              ,   - обозначим 

  (            )   

  

{
 
 

 
                                                                        (   )    

(  ( )    ( )) (     )           (   )    

                                                     (   )            

(  ( )    ( )) (     )           (   )    

   

  (            )   

 

{
 
 

 
                                                                (   )    

(  ( )    ( )) (     )           (   )    

                                                     (   )            

(  ( )    ( )) (     )           (   )    

 

Согласно результатов предыдущего параграфа следует, что функция 

(7)  (                     )    (            )   

 .  
  (  (           ))/ (   ) 

является непрерывным решением уравнения  

(8)         

Доказана следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть выполнено условие 

‖ ‖ ‖  
  ‖

 
‖  

  ‖
 
   

Тогда существует непрерывным решение уравнения  

(9)                  (   )   (   ) 
 представимое в виде  

(10)  (   )   (                     )   

 .(        )  
    

  (    )/ (   )  

где            - произвольные функции из  ,   -   - единичный оператор,   - оператор 

определенной по формуле 

(  )(   )  (  
    

  (  ))(   ) 
Доказательство. Оператор   действует из  ( )    ( ) линейный, непрерывный и в силу 

условия теоремы  

‖ ‖   ‖  
  ‖

 
‖  

  ‖
 
‖ ‖    

следовательно, существует линейный, непрерывный оператор (   )    представимый в 

виде  

(   )           

Значит функция  (   ) заданная формулой (10) принадлежат пространству  ( ) и  

    (   )     
    

  (    )  
(   )(   )    

    
  (    )  

     (   )    
    

  (    )  

      
    

  ( (   )      )  
  (   )        

           
Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть для непрерывной функции  (      ) существует число    такое, что 

(11)    {
    ‖  

  ‖
 
 ‖  

  ‖
 
  

| (       )   (       )|    |     |
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для любых  

(   )             
Тогда существует непрерывное решение уравнения 

(12)                        (      ) 
представимое в виде 

 (   )    (   )   (                     )  
где функция     определяется как предел последовательности функций 

(13)                 (   )  .  
    

   (        )/ 

  (   )    

Сходящаяся по норме в пространстве  ( )  
Доказательство. Рассмотрим оператор 

     
    

   (       ) 
Оператор A действует из  ( ) в  ( ) и в силу условий (11) для любых        ( ) 

‖       ‖  ‖  
  ‖

 
 ‖  

  ‖
 
 ‖ (         )   (        )‖   

   ‖  
  ‖

 
 ‖  

  ‖
 
 ‖     ‖   ‖     ‖ 

где  

    ‖  
  ‖

 
 ‖  

  ‖
 
   

Следовательно, оператор A является сжимающим. Поэтому, согласно теореме Банаха-

Пикара существует единственный элемент     ( ), который является решением уравнения 

       
и определяется как предел последовательности 

          n=1,2,...,     

которая сходится в  ( ) 
Таким образом, функция    (   ), определяемая как предел последовательности (13) 

является решением уравнения 

     
    

   (        )  
откуда получим  

        
    

   (        )    

    
    

   (      )    

  (   )   (     ) 
     (     )  

то есть  (   ) является непрерывным решением уравнения (12). 

Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть функция  (     )   (   ) удовлетворяет условиям: 

(14)         | (     )|    | |     (   )        

(15)   ‖  
  ‖

 
‖  

  ‖
 
   

(16)  (      )   (      )    ,   -       ,    - 
где 

  
 ‖  

  ‖
 
‖  

  ‖
 

    ‖  
  ‖

 
‖  

  ‖
 

  

Тогда существует единственное непрерывное решение уравнения (12). 

Доказательство. В пространстве  ( ) рассмотрим оператор 

 ( )    
    

  ( (     )) 
В силу результатов предыдущих параграфов этот оператор действует из  ( ) в  ( ) и 

непрерывен. 

Обозначим 

  *   ( )  ‖ ‖   + 
Покажем, что        
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 ( ) -компактное множество. 
Тогда в силу принципа Шаудера о неподвижной точке, отсюда следует существование 

элемента     такого, что    ( )  которая по определению оператора   будет 
непрерывным решением уравнения (12) и тем самым теорема будет доказана. 

Для любого элемента     имеем 

‖ ( )‖  ‖  
    

  ( (     ))‖  ‖  
  ‖

 
‖  

  ‖
 
(  ‖ ‖   )   

 ‖  
  ‖

 
‖  

  ‖
 
(     )  ‖  

  ‖
 
‖  

  ‖
 
(
   ‖  

  ‖
 
‖  

  ‖
 

    ‖  
  ‖

 
‖  

  ‖
 

  )   

 
 ‖  

  ‖
 
‖  

  ‖
 

    ‖  
  ‖

 
‖  

  ‖
 

   

Следовательно,  ( )          
В силу результатов приведѐнных в [2], [3] для доказательства предкомпактности 

множества  ( ) достаточно проверить, что любая последовательность вида 

  (   )   (      (   ))         

где 

  (   )            
ограничена и равностепенно непрерывна в окрестности диагонали. 

Ограниченность последовательности   (   ) следует из условия (14) теоремы. 

Так как функция  (     ) равномерно непрерывна на множестве 

  *(     ) (   )    | |   +  
то для любого     существует  ( )   , такое, что при |   |     | |         ,   - 
выполняются неравенства 

| (     )   (     )|    | (     )   (     )|    
Отсюда имеем 

|  (   )    (   )|  | (      (   ))   (      (   ))|   

 | (     )   (     )|    

|  (   )    (   )|  | (      (   ))   (      (   ))|    

для любых        , если     ,   - |   |    

Следовательно, последовательность *  +  равностепенно непрерывна в окрестности 
диагонали. Теорема доказана. 

Теорема 4. Пусть функции   (     )   (     ) удовлетворяют условиям: 

(17)            (   )  
(18)                   |  (     )|    | |        ⨅        

(19)       | |     ⨅
|  (     )|

| |
           (     )    (     ). 

для любых   ,   -                           (   )             (   )         ,   -      
Тогда существует непрерывное решение уравнения. 

(20)          |   |   (     )    (     )         

Доказательство. В пространстве  (⨅) рассмотрим оператор 

 ( )    
    

   (|   |   (     )    (     )) 
неподвижная точка которого будет непрерывным решением уравнения (20). 

Так как функция 

 (     )  |   |   (     )    (     ) 
удовлетворяет условию 

 (     )   (     )    (     )    ,  -       
поэтому как в предыдушей теорема легко можно проверить, что оператор 

   (⨅)   (⨅) 
вполне непрерывный. 

Рассмотрим семейство вполне непрерывных операторов 
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 (   )    ( )          ,   -  
Покажем, что множество решений уравнений  

(21)        (   )         ,   - 
допускает априорную оценку по норме пространства C(п). Тогда согласно принципу Лере-
Шаудера отсюда следут, что оператор  

 (   )   ( ) 
имеет хотя бы одну неподвижную точку, которая будет непрерывным решением уравнения 
(20), и тем самым теорема будет доказана. 

Предположим, что множество решений (21) не допускает априорную оценку по норме 

пространства C(П). Тогда существуют последовательности *  +   
   ( ) *  +  ,   - 

такие, что  

(22)       (  )  ‖  ‖                   
рассмотрим функций  

  (   )  
 

  
  (  )              

Для этих функций имеем:  
‖  ‖            

и в силу свойств операторов   
     

   

(23)   |  (  )    
    

  ((     )|   | |  |    | 
Из (22) имеем 

        (    )    
  
  
 (    ) 

       
    

  (
|   |   (        )

  
 
  (        )

  
) 

Если обозначим,  

   
|   |   (        )

  
                   

  (        )

  
 

то 
‖  (   )‖              

|  (   )|   |   |  
Следовательно, последовательность *  +   

  равностепенно непрерывна в окрестности 

диогонали и ограничена. Отсюда, в силу свойств оператора   
    

  , вытекает, что 

последовательность *  +   
                              ⨅  

Поэтому существуют *  +   
     *  +   

  такие что       при     в  ( )         и 

‖ ‖     
Переходя в неравенстве (23) к пределу при        получим 

| (   )|    
    

  (  |   | | (   )|)    (   )    

Возьмѐм     так, чтобы  

     ‖  
  ‖

 
 ‖   

  ‖
 
    

Обозначим 

   *(   )    (   )  |   |    +       ̅̅ ̅̅ ̅ 
      *| (   )| (   )    +                    ̅̅ ̅̅̅   

 (   )    
  (  |   |  | (   )|   

Тогда для (   )                 

 (   )  ∫ 
∫
  (   )
   

  
 

  

 

 

 
  |   | | (   )|

   
    

    
   ‖  

   ( )‖     
   ‖  

  ‖
 
 

| (  )|    
   (   )  ∫  ∫

 (   )
   

  
 

  
 (   )

   
      

   ‖  
  ‖

 
‖  

  ‖
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Точно также можно показать, что  
| (   )|          (   )         

Следовательно, 

   | (    )|      
    

Откуда следует, что      
Далее, при (   )         имеем 

 (   )  ∫ 
∫
  (   )
   

 

 
  
 
  |   | | (   )|

   
   

 

 

 ∫  
∫
  (   )
   

  
 

  
  |   |  | (   )|

   
      

   ‖  
  ‖ 

   

 

  

| (   )|  ∫  ∫
  (   )
   

 

 
  
 

 

 

 (   )

   
   ∫  ∫

  (   )
   

 

 
  
 
 (   )

   

 

   

   

    
 ‖  

  ‖  ‖  ‖‖  
  ‖     

Следовательно,                  . 
Аналогичным образом, можно показать, что  

               
Отсюда следует, что  (   )   , а что противоречит тому, что ‖ ‖   . Полученное 
противоречие доказывает наличие априорной оценки для решений уравнений (21). Теорема 
доказана. 
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