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В статье система линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка общего 

вида с граничной слабо сингулярной точкой исследована сведением ее к системе интегральных уравнений 

Вольтерра второго рода со слабой особенностью. Выписано общее решение системы с помощью 
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резольвент системы интегральных уравнений, которое используется для установления формул обращения 

представления, изучения поведения решений в окрестности особой точки, выяснения корректной 

постановки и нахождения решения задачи типа Коши. 
 

Вожаҳои калидӣ: системаи муодилаҳои дифференсиалии одӣ, нуқтаи дорои сингулярнокии паст, 

системаи муодилаҳои интегралии Волтерр, ҳалли умумӣ, формулаҳои баргардонӣ, хосиятҳои ҳалҳо, 

масъалаи намуди Кошӣ. 

 

Дар мақола системаи муодилаҳои дифференсиалии одии хаттии тартиби дуюми намуди умумӣ бо 

нуқтаи сарҳадии дорои сингулярнокии паст бо роҳи овардан ба системаи муодилаҳои интегралии навъи 

дуюми Волтерр бо махсусияти суст тадқиқ карда шудааст.Ҳалли умумии система бо ёрии резолвентаҳои 

системаи муодилаҳои интегралӣ навишта шудааст, ки он дар ҳосил кардани формулаҳои баргардонии 

тасвир, омўзиши хосиятҳои ҳалҳо дар атрофи нуқтаи махсус, муайян кардани гузориши корректӣ ва ҳалли 

масъалаи намуди Кошӣ истифода мегардад. 
 

Key words: system of ordinary differential equations, weakly singular point, system of Volterra integral 

equations, general solution, inversion formulas, properties of solutions, Cauchy type problem. 

 

In the article, a system of linear ordinary differential equations of the second order of general form with a 

boundary weakly singular point is investigated by reducing it to a system of Volterra integral equations of the 

second kind with a weak singularity. The general solution of the system is written out using the resolvent system of 

integral equations, which is used to establish inversion formulas of the representation, study the behavior of 

solutions in the neighborhood of a singular point, find out the correct formulation and a solution to a Cauchy-type 

problem. 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          
 

В интервале ),( baΓ   
( ba  ) действительной числовой оси рассмотрим следующую систему 

линейных обыкновенных дифференциальных уравнений:   
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где  10   - действительное число,  ac 
  

или bc   - граничная особая  слабо сингулярная точка, 

)(xp j , )(xrjk , )(xf j  
- известные, а )(xy j  

- искомые функции. 

Исследованию проблем получения представления общего решения в интегральном виде, 
выявлению характеристических свойств этих представлений, изучению поведения решений в 
окрестности особых точек, выяснению корректной постановки граничных задач и нахождения их 
решения для общих линейных обыкновенных дифференциальных уравнений первого и высшего 
порядков, а также их систем c коэффициентами, имеющими различный порядок вырождения или 
сингулярности, посвящен ряд исследований, например, [1-15].  

Целью настоящей статьи явилось нахождение формулы общего решения системы (1) в 
интегральном виде, его применение к изучению свойств решений, постановке и решению задачи Коши 
с условиями в особой точке.  

Имеет место следующее утверждение:  

Теорема 1. Предположим, что в системе (1) ac  ,  

)()( 1 ГCxp j  , 0)( ap j , )(xrjk , )()( ГCxf j  , mkj ,1,   и уравнение с номером s , 

ms ,1
 
считается основным. Функции )(xf j ,  )()()()(,

, xpaxxrxR sjjajs



 

)()()( 21 xpaxxp ss

  , )(xrjk , jk 
 
и )]()([2)( xpxpx jsjs  , mkj ,1,   в точке ax   

обращаются в нуль со следующим асимптотическим поведением при 0 ax , соответственно: 
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Тогда общее решение системы из класса )()( 2 ГCГC   дается формулой 
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, mkj ,1,   - является резольвентой системы  интегральных 

уравнений Вольтерра второго рода со слабой особенностью  

,],),(),([)(),()(),()( 01

,,

,

1

,

,






   jjjsa

x

a

jajj

m

jk
k

x

a

kajkj ccxfxpTdxKdxKx   ,,1 mj     (3) 

в котором, ядра и правая часть, определяются формулами  
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, неизвестные функции )(xj  связаны 

с искомыми функциями )(xy j  при помощи равенства 

 )()](exp[)( ,

, xxuxy japj s
  ,                                           (4) 

для краткости положено  )(),...,()( 1 xpxpp m ,  )(),...,()( 1 xfxff m , 

 )(),...,(),...,(),...,()( 1111 xrxrxrxrr mmmm , а 


01, jj cc  - произвольные постоянные. 

Для доказательства теоремы 1, применяя рассуждения, аналогичные при доказательстве 
теоремы 1.1 из работы [15] и при обращении преобразованной системы (1) используя формулу (4) из 
[11, с.12], выводится формула (4). При помощи формулы (4) доказательство завершается 

установлением следующих фактов: если )(xy j , mj ,1  есть решение системы (1), то )(xj ,

mj ,1 , определяемая равенствами (4) будет решением системы интегральных уравнений Вольтерра 

второго рода (3), которая имеет слабую особенность при выполнении условий теоремы; если )(xj ,

mj ,1
 
есть решение системы интегральных уравнений (3), то )()()( 2 ГCГCxj   и 

удовлетворяет системе дифференциальных уравнений вида 
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а тогда система функций )(xy j , mj ,1 , определяемая равенством (4), будет решением системы (1). 

Следствие 1. Из представления (2) вытекает, что в окрестности точки ax   все решения 
системы (1) являются ограниченными. 

Следствие 2. Непосредственная проверка показывает, что представление (2) удовлетворяет 
следующим равенствам, которые являются для него формулами обращения: 
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Теорема 2. Пусть в системе (1) bc   и )()( 1 ΓCxp j  ,
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Данная теорема доказывается подобно теореме 1 с использованием выше - приведенной 
формулы (8), формулы (16) из работы [11, с.14] и того факта, что решение системы интегральных 

уравнений (7) принадлежит классу )()( 2 ГCГC  и  удовлетворяет системе дифференциальных 
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Следствие 3. Все решения системы (1), выражаемые по формуле (6) в окрестности особой 

точки bx   являются ограниченными. 
Следствие 4. Для представления (6) имеют место следующие характеристические равенства, 

являющиеся формулами его обращения: 
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 Полученные выше представления общего решения системы (1) можно применять к постановке 
и решению задачи типа Коши с условиями в слабо сингулярной точке.  

Задача 1. При выполнении условий теоремы 1 найти решение системы (1) из класса 

)()( 2 ГCГC   по следующим условиям: 
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, mj ,1 , 1,0q ,                       (9) 

где 


jqy  - заданные вещественные числа. 

 Для решения этой задачи представление (2) подчиним условиям (9). Тогда используя равенства 

(5) для нахождения произвольных постоянных 


jqc
 
получим равенства  

  jqjq yc , mj ,1 , 1,0q . 

Найденное значение произвольных постоянных подставляя в формулу (2), получим решение задачи в 
виде: 

],,...,,),(),(),[()( 011011

,

,

 mmajj yyyyfrpQxy 
, mj ,1  .               (10) 

 Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда задача 1 имеет единственное решение, 
которое выражается формулой (10). 
 Аналогичным образом решается следующая задача:  

Задача 2. При выполнении условий теоремы 2 найти решение системы  

(1) из класса )()( 2 ГCГC   по следующим условиям: 
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, )]([ 
, mj ,1 , 1,0q , 

где 


jqy  - заданные вещественные числа. 

Справедливо следующее утверждение: 
 Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда задача 2 имеет единственное решение, 
которое выражается формулой 

],,...,,),(),(),[()( 011011

,

,

  mmbjj yyyyfrpQxy 
, mj ,1  . 
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