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В работе исследуются некоторые игровые задачи, когда динамика игры описывается обыкновенным 

дифференциальным уравнением, дифференциальным уравнением запаздывающего типа и уравнением 

Багли-Торвика с производной дробного порядка.  
 

Вожаҳои калидӣ: масъалаи бозӣ, муодила бо аргументи дермонӣ, муодилаи Багли- Торвик бо ҳосилаи 

тартиби касрӣ, идоракунии таъқибкунӣ, идоракунии гурезанда. 

 

Дар кор баъзе аз масъалаҳои бозӣ дар ҳоле, ки динамикаи бозӣ бо муодилаи дифференсиалии оддӣ, бо 

муодилаи дифференсиалии бо аргументи дермонӣ ва муодилаи  Багли - Торвиг бо ҳосилаи тартиби касрӣ 

навишта мешавад, татқиқ карда мешавад. 
 

Key words: game problem, delay equation, Bagley-Torvik equation with fractional derivative, pursuit 

controls, evasion controls. 

 

The paper investigates some game problems when the game dynamics is described by an ordinary differential 

equation, a delayed differential equation, and the Bagley-Torvik equation with a fractional derivative. 
  

 
Многие управлямые процессы из военной сферы, физики, химии, биологии и экономики 

протекающие в условиях конфликта или неопределености сводятся к дифференциальным играм. 
Пионерские работы по дифференциальным играм появились в начале 50-х годов XX века в работах 
американского математика Р. Айзекса [1].Используя методы динамического программирования 
Р.Айзекс исследовал некоторые игровые задачи и получил весьма интересные результаты. 

В области теории дифференциальных игр фундаментальные результаты были получены 
советскими математиками Л.С. Понтрягиным [2] и Н.Н. Красовским [3]. В  школе Н.Н. Красовского 
рассматриваются в основном позиционные дифференциальные игры. А в школе Л.С. Понтрягина 
принят другой подход к дифференциальным играм. В подходе Л.С. Понтрягина  игра рассматривается 
отдельно с точки зрения преследующего и с точки зрения убегающего.Работы Л.С. Понтрягина 
посвящены конечномерным  дифференциальным играм, когда игра описывается обыкновенным 
линейным дифференциальным уравнением. В настоящее время результаты Л.С. Понтрягина 
перенесены на более широкие классы, когда игра описывается функционально-дифференциальными 
уравнениями и дифференциальными уравнениями дробного порядка ([4]-[9]). Целью данной работы 
является применение полученных результатов для решения некоторых игровых задач в евклидовом 
пространстве. 

      1.На плоскости  𝑅2 рассматривается игровая задача, описываемая дифференциальным уравнением  

mailto:-saboatmukhsinova@gmail.com
mailto:-saboatmukhsinova@gmail.com
mailto:-saboatmukhsinova@gmail.com
mailto:saboatmukhsinova@gmail.com


НОМАИ ДОНИШГОҲ•УЧЁНЫЕ ЗАПИСКИ•SCIENTIFIC NOTES•№3 (62) 2022  
 

12 
 

{
�̈� = 𝑢
�̇� = 𝜗

 ,                                                                  (1)
 

   

где 𝑢 = 𝑢(𝑡) -управления преследования, ‖𝑢‖ ≤ 𝑝, 𝜗 = 𝜗(𝑡) - управления убегания, ‖𝜗‖ ≤ 𝜎, 𝑥 =
𝑥(𝑡)𝜖𝑅2, 𝑦 = 𝑦(𝑡)𝜖𝑅2 .Игра заканчивается, если  ‖𝑥 − 𝑦‖ ≤ 𝑙. Надо найти множество начальных точек 

(𝑥0,𝑦0) из которых заканчивается игра . Для решения этой задачи систему (1) запишем  
в виде                                 

{
�̇�1 = 𝑧2 +𝜗
�̇�2 = −𝑢

                                                                  

где 𝑧1 = 𝑦 − 𝑥, 𝑧2 = −�̇�   или  в виде  

�̇� = 𝐴𝑧− �̅� + 𝜗̅                                                    (2) 
где 

𝐴 = (
0
0
1
0
) , 𝑧 = (

𝑧1
𝑧2
) , �̅� = (

0
𝑢
) , 𝜗̅ = (

𝜗
0
),  

а терминальное множество, где заканчивается игра является множество 𝑀 = {  𝑧 = (
𝑧1
𝑧2
): ‖𝑧1‖ ≤ 𝑙}. 

Справедливы следующие результаты: 

а)Если 𝜎2 ≤ 2𝑝𝑙 , то из всех начальных точек в (2) заканчивается игра за время 𝑇 =

min {𝜏 ≥ 0: 𝜋𝑒𝜏𝐴 = (𝑧01 + 𝜏 ∙ 𝑧02, 0)  ∶ ‖𝑧01 + 𝜏𝑧02‖ ≤
𝑝

2
𝜏2 −𝜎𝜏 + 𝑙} ;  

б) Если 𝜎2 > 2𝑝𝑙 , то из любой точки множества 

𝑃 = ⋃ 𝑃𝛼
𝛼𝜖[0,𝑙)

,   𝑃𝛼 = {(
𝑧1
𝑧2
): ‖𝑧1‖ > 𝑙, 𝑧2 =

𝛼𝑝 − 𝑧1
𝑇𝛼

, ‖𝑝‖ = 1}, 

в (2) заканчивается игра за время 𝑇𝛼, где 

𝑇𝛼 ∙ 𝑝 = 𝜏 −√𝜏
2− 2𝑝𝑙 + 2𝑝𝛼. 

Данные результаты являются следствием теоремы работы ([5], с.272), ибо  

𝑌 = {𝑢: ‖𝑢‖ ≤ 𝑝}, 𝑍 = {𝜗: ‖𝜗‖ ≤ 𝜎},   Ф(𝜏 − 𝑡) = 𝑒(𝜏−𝑡)𝐴,𝑒(𝜏−𝑡)𝐴(𝑧1, 𝑧2) = (𝑧1 + (𝜏 −
𝑡)𝑧2, 𝑧2),𝜋𝑒

𝑡𝐴𝑌 = {(𝑧1, 0): ‖𝑧1‖ ≤ 𝑡𝑝},    𝜋𝑒
𝑡𝐴𝑍 = {(𝑧1, 0): ‖𝑧1‖ ≤ 𝜎},𝜋𝑀 = {(𝑧1, 0): ‖𝑧1‖ ≤ 𝑙}. 

Следовательно, 

𝑊(𝛾(∙), 𝜏) = −∫⋂[−𝛾(𝑡)𝜋𝑀 +𝜋𝑒(𝜏−𝑡)𝐴(𝑌− 𝜗)]𝑑𝑡 =

𝑣𝜖𝑍

𝜏

0

 

= −∫{(𝑧1, 0): ‖𝑧1‖ ≤ 𝑙𝛾(𝑡) + 𝑝(𝜏 − 𝑡) − 𝜎}𝑑𝑡 = {(𝑧1, 0): ‖𝑧1‖ ≤

𝜏

0

 

≤
𝑝

2
𝜏2− 𝜎𝑡 + 𝑙} . 

      Если 𝜎2 ≤ 2𝑝𝑙, то шар 𝑊(𝛾(∙), 𝜏) при всех 𝜏 ≥ 0 является непустым множеством. Поэтому, из всех  
точек заканчивается игра за время 

𝑇 = min{𝜏 ≥ 0: 𝜋𝑒𝜏𝐴 = (𝑧01 + 𝜏 ∙ 𝑧02, 0)  ∶ ‖𝑧01+ 𝜏𝑧02‖ ≤
𝑝

2
𝜏2 −𝜎𝜏 + 𝑙}. 

      Если 𝜎2 > 2𝑝𝑙, то шар 𝑊(𝛾(∙), 𝜏) = 𝑃 = ⋃ 𝑃𝛼𝛼𝜖[0,𝑙)  при всех 𝜏𝜖[0,𝜇], где       𝜇 ∙ 𝑝 = 𝜎 −√𝜎2− 2𝑝𝑙 

является непустым множеством. Поэтому, из любой точки множества 𝑃 заканчивается игра за время 

𝑇𝛼. Надо отметить, что множество 𝑃𝛼 при 𝛼 = 0 совпадает с множеством, которое впервые описал 
Н.Ю. Сатимов ([4],с.8). 

2.Рассмотрим игровую задачу, описываемая дифференциальным уравнением Багли-Торвика с 
производной дробного порядка  

𝑎𝑦′′(𝑡) + 𝑏𝐷
3
2𝑦(𝑡) + 𝑐𝑦(𝑡) = �̅�(𝑡) − 𝜗̅(𝑡),                                 (3) 

с начальными условиями 𝑦(0) = 𝑦0, 𝑦
′(0) = 𝑦0

′ . 

Предполагаем, что 𝑦𝜖С2[0,𝑇] для некоторого 𝑇 > 0, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, |�̅�| ≤ 𝑝, |𝜗̅| ≤ 𝜎, 𝑝 > 𝜎 > 0, 

а терминальным множеством является множество 𝑀0 = {0}. Как отмечается в работе ([6], c.263) 
уравнение Багли-Торвик описывает колебания твердой пластины, погруженной в ньютоновскую 
жидкость. 

 

Полагая 𝑧1(𝑡) = 𝑦(𝑡), 𝑧2(𝑡) = 𝐷
1

2𝑦(𝑡),    𝑧3(𝑡) = 𝑦
′(𝑡),    𝑧4(𝑡) = 𝐷

3/2𝑦(𝑡)   игру (3)  запишем в 
виде  
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{
 
 

 
 

𝐷1/2𝑧1 = 𝑧2
𝐷1/2𝑧2 = 𝑧3
𝐷1/2𝑧3 = 𝑧4

𝐷1/2𝑧4 =
1

𝑎
(−𝑐𝑧1 − 𝑏𝑧4 + �̅� − 𝜗̅)

 

или в виде 

𝐷1/2𝑧 = 𝐴𝑧+𝐵(�̅� − 𝜗̅),                                                                    (4) 
где 

𝐴 =

(

 
 

0 1 0
0 0 1
0

−
𝑐

𝑎

0
0

0
0

   

0
0
1

−
𝑏

𝑎)

 
 
,    𝐵 =

(

 
 

0
0
0
1

𝑎)

 
 
,      𝑧 = (

𝑧1
𝑧2
𝑧3
𝑧4

) 

с начальными   условиями   

𝑧(0) = 𝑧0 =

(

 
 𝑦0
0
𝑦0
0 )

 
 

 

Если  𝑢 = 𝐵�̅�, 𝑣 = 𝐵�̅�,   то    |𝑢| ≤
𝑝

𝑎
 ,    |𝑣| ≤

𝜎

𝑎
       и игра (4)   примет вид       

                                                               𝐷1/2𝑧 = 𝐴𝑧+ 𝑢 − 𝑣                                         (5)  
с  терминальным  множеством М={𝑧: 𝑧1 = 0}.  
 В силу  того, что  𝛼 = 0.5, 𝑚 = 1, 𝑛 = 0 обобщенная  функция  Миттаг-Леффлера  принимает 

вид:  

𝐸1
𝛼

(𝐴𝑡𝛼; 𝑛 + 1) = 𝐸2(𝐴𝑡
0.5;1) =∑

(𝐴𝑡0.5)𝑘

Г(0.5𝑘 + 1)
 ,

∞

𝑘=0

 

𝐸1
𝛼

(𝐴(𝑡 − 𝜉)𝛼; 𝛼) = 𝐸2(𝐴(𝑡 − 𝜉)
0.5;0.5) =∑

(𝐴(𝑡 − 𝜉)0.5)𝑘

Г(0.5𝑘 + 0.5)
 .

∞

𝑘=0

 

Поэтому,  в силу  теоремы работы ([9],c.121) получаем  следующий результат: 
Если  имеет  место включение 

𝐸2(𝐴𝑇
0,5;1)𝑧(0)𝜖𝑀 −∫(𝑇 − 𝜉)0.5

𝑇

0

𝐸2(𝐴(𝑇− 𝜉)
0.5;0.5)𝑆𝑝−𝜎

𝑎
𝑑𝜉, 

𝑆𝑝−𝜎
𝑎
= {𝑧: ‖𝑧‖ ≤

𝑝− 𝜎

𝑎
},                                                                      (6) 

 то в игре (5) из начальной точки 𝑧0 возможно завершение преследования за время  𝑇0 = min {𝑇: 
для которых имеет место включение (6)}. 

3.Рассмотрим  изменения  запаса капитала   𝐾(𝑡)  в условиях конкуренции или 
неопределенности, описываемая дифференциальным уравнением с запаздывающим аргументом  

�̇� (𝑡) = 𝑎𝐾(𝑡) − 𝑏𝐾(𝑡 − 1) − 𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡),                                            (7) 
где 0 < 𝑎 < 1, 𝑏 > 0, 𝑢 = 𝑢(𝑡) −  управления запасом капитала, a   𝑣 = 𝑣(𝑡) −  внешний 

фактор. Рассмотрим следующую игровую задачу: независимо от внешнего фактора 𝑣 = 𝑣(𝑡), |𝑣(𝑡)| ≤
𝛽 с помощью  управления 𝑢 = 𝑢(𝑡), |𝑢(𝑡)| ≤ 𝛼 запасом капитала надо управлять таким образом, что за 
некоторое конечное время T  достичь желаемого результата 𝑚 ≤ 𝐾(𝑇) ≤ 𝑚 +𝑚0.  Поэтому, 
терминальным множеством игры является множество 𝑀 = [𝑚,𝑚 +𝑚0],   𝑚 > 0,   𝑚0 > 0.         

Рассмотрим случай, когда 𝑏 = 𝑒𝑎−1 .  В этом случае, однородная задача 

 �̇�(𝑡) = 𝑎𝐾(𝑡) − 𝑒𝑎−1𝐾(𝑡 − 1), 𝐾(𝑠) = 𝐾0 ,       − 1 ≤ 𝑠 ≤ 0,   
имеет решение  𝐾(𝑡) = 𝐾0𝑒

(𝑎−1)𝑡 .       
Следовательно,  неоднородная  задача  (7 )  с  начальным условием   K(s) = K0, −1 ≤ t ≤

0,     имеет решение  

𝐾(𝑡) = 𝑒(𝑎−1)𝑡𝐾0[1+
𝑏

𝑎 − 1
(𝑒1−𝑎−1)]+ ∫𝑒(𝑎−1)(𝑡−𝑠)

𝑡

0

(−𝑢(𝑠) + 𝑣(𝑠))𝑑𝑠.     
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Справедливо следующее утверждение: 
Если при  некотором 𝑇 = 𝑇(𝐾0) имеет место включение 

      𝑒(𝑎−1)𝑇𝐾0 [1 +
𝑏

𝑎−1
(𝑒1−𝑎−1)] ∈  𝑀 + ∫ 𝑒(1−𝑎)(𝑇−𝑠)𝑆𝛼−𝛽𝑑𝑠

𝑇

0 ,                      (8)      

 где то  в игре   (7)  за время 𝑇 = 𝑇(𝐾0) можно достичь желаемого результата,  т.е 𝐾(𝑇) ∈
[𝑚,𝑚 +𝑚0]. 

Действительно, при 𝛼 > 𝛽 множество 𝑆𝛼−𝛽 непусто  и в силу ([7],с.82) из  включения (8 )  следует 

существования  m1 ∈ M      и интегрируемого селектора φ отображении 𝑠 → 𝑒(1−𝑎)(𝑇−𝑠)𝑆𝛼−𝛽 , что 

 𝑒(𝑎−1)𝑇𝐾0 [1+
𝑏

𝑎 − 1
(𝑒1−𝑎−1)] = 𝑚1 +∫𝜑(𝑠)𝑑𝑠            

𝑇

0

 

 Если 𝑣 = 𝑣(𝑡) −произвольное измеримое управления внешнего фактора, то существует такое 
управление запасом капитала    𝑢 = 𝑢(𝑡),     что      

                                  𝜑(𝑠) = 𝑒(𝑇−𝑠)(𝑎−1)(𝑢(𝑠) − 𝑣(𝑠)).                                                    (9) 
 Следовательно, имеем : 

𝐾(𝑇) = 𝑒(𝑎−1)𝑇𝐾0 [1+
𝑏

𝑎 − 1
(𝑒1−𝑎−1)] +∫ 𝑒(𝑎−1)(𝑇−𝑠)

𝑇

0

(−𝑢(𝑠) + 𝑣(𝑠))𝑑𝑠 = 𝑚1 + 

+∫𝜑(𝑠)𝑑𝑠 + ∫𝑒(𝑎−1)(𝑇−𝑠)

𝑇

0

(−𝑢(𝑠) + 𝑣(𝑠))𝑑𝑠    =

𝑇

0

 

= 𝑚1 +∫ 𝑒
(𝑇−𝑠)(𝑎−1)

𝑇

0

(𝑢(𝑠) − 𝑣(𝑠))𝑑𝑠+ ∫𝑒(𝑇−𝑠)(𝑎−1)

𝑇

0

(−𝑢(𝑠) + 𝑣(𝑠))𝑑𝑠 = 

= 𝑚1 + ∫𝑒
(𝑇−𝑠)(𝑎−1)

𝑇

0

(𝑢(𝑠) − 𝑣(𝑠))𝑑𝑠−∫ 𝑒(𝑇−𝑠)(𝑎−1)

𝑇

0

(𝑢(𝑠) − 𝑣(𝑠))𝑑𝑠 = 

= 𝑚1 ∈ 𝑀 = [𝑚,𝑚 +𝑚0], т. е.   𝐾(𝑇) ∈ [𝑚,𝑚 +𝑚0]. 
Следовательно, управление 𝑢 = 𝑢(𝑡) выбирая согласно (9) мы достигаем желаемого результата. 
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