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Исследуется система m  линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка 

общего вида с внутренней сингулярной точкой. Определенное уравнение системы считается основным и 
ее изучение проводится в зависимости от свойств коэффициента при соответствующей неизвестной 
функции в этом уравнении. Задача исследования данной системы сводится к изучению ранее 
расмотренных аналогичных систем с граничной сингулярной точкой. Используя известные результаты, 
общее решение системы выписывается при помощи резольвент соответствующих систем интегральных 
уравнений Вольтерра второго рода со слабой особенностью. Полученное представление общего решения 
применяется для доказательства его формул обращения, изучения поведения решений в окрестности 
особой точки, постановки и решения  нового типа  задач  Коши и линейного сопряжения. 

 
Вожаҳои калидӣ: системаи муодилаҳои дифференсиалии одӣ, нуқтаи сингулярии дохилӣ, системаи 

муодилаҳои интегралии Волтерр, ҳалли умумӣ, формулаҳои баргардонӣ, хосиятҳои ҳалҳо, масъалаҳои 
намудҳои Кошӣ ва хаттӣ - ҳамроҳшавӣ. 

 
Системаи m  муодилаҳои дифференсиалии одии хаттии тартиби дуюми намуди умумӣ бо  

нуқтаи дохилии сингулярӣ тадқиқ карда мешавад. Муодилаи муайяни система асосӣ ҳисобида, омӯзиши 
он дар алоқамандӣ бо хосиятҳои коэффитсиенти назди функсияи номаълуми мувофиқи ин муодила 
гузаронида мешавад. Масъалаи тадқиқи системаи додашуда ба омӯзиши системаҳои пештар 
омӯхташудаи ба он монанд бо нуқтаи сарҳадии сингулярӣ оварда мешавад. Бо истифодаи натиҷаҳои 
маълум, ҳалли умумии система бо ѐрии резолвентаҳои системаҳои мувофиқи муодилаҳои интегралии 
навъи дуюми Волтерр бо махсусияти суст навишта мешавад. Тасвири ҳосил кардашудаи ҳалли умумӣ дар 
исботи формулаҳои баргардонии он, омӯзиши хосиятҳои ҳалҳо дар атрофи нуқтаи махсус, гузориш ва 
ҳалли масъалаҳои нави намудҳои Кошӣ ва хаттӣ - ҳамроҳшавӣ татбиқ мегардад. 
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Key words: system of ordinary differential equations,internel singular point, system of Volterra integral 
equations, general solution, inversion formulas, properties of solutions, Cauchy and linear conjugation types 
problems. 

 
A system of linear ordinary differential equations of the second order of general form with an internal 

singular point is investigated. A certain equation of the system is considered the main one, and its study is carried 
out depending on the properties of the coefficient for the corresponding unknown function in this equation. The 
task of studying this system is to study previously considered similar systems with a boundary singular point. 
Using the known results, the general solution of the system is written out using the resolvents of the corresponding 
systems of Volterra integral equations of the second kind with a weak singularity. The obtained representation of 
the general solution is used to prove its inversion formulas, to study the behavior of solutions in the vicinity of a 
singular point, to formulate and solve a new type of Cauchy and linear conjugation problems. 
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где ),( baΓ   ( ba  ) – промежуток числовой оси, c  - особая сингулярная точка системы, 

принадлежащая этому промежутку, )(xp j , )(xrjk , )(xf j  
- известные, а )()( 2

cj ΓCxy 
 

- 

искомые функции. 
Исследованию дифференциальных уравнений первого и высшего порядков и их систем c 

сингулярными и сверх сингулярными коэффициентами, посвящен ряд публикаций, например, [1-12]. 
В работе [1] к изучению уравнений в частных производных применен новый класс особых 
интегральных уравнений. Там же поставлена и исследована задача сопряжения решений уравнений в 
частных производных. В монографии [2] изучены линейные обыкновенные  дифференциальные 
уравнения первого порядка с одной или многими сингулярными точками разного порядка и их 
системы. В этой работе разработан новый способ исследования сингулярных и сверхсингулярных 
уравнений и систем в зависимости от расположения особых точек. В работах [3-6] для модельного и 
общего видов систем линейных обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с 
одной сингулярной или сверхсингулярной точкой поставлены и решены соответствующие задачи 
типов линейного сопряжения. Исследования [7, 8, 9]  посвящены изучению общих систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого и второго порядков со слабосингулярной, 
сингулярной или сверхсингулярной точкой непосредственным сведением их к системе интегральных 
уравнений Вольтерра со слабой особенностью. В этих работах поставлены и решены новые задачи 
типов Коши и линейного сопряжения. В работах [10,11] исследованы линейные обыкновенные 
дифференциальные уравнения второго и третьего порядка с сингулярной и  сверхсингулярной 
точкой, поставлены и решены задачи типов Коши и линейного сопряжения.  

Для исследования системы (1), действуя по схеме, разработанной в работе [2]  интервал Γ  при 

помощи точки c  разделяем на части cxa  , bxc   и ее представим в виде объединения 
следующих двух систем: 
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 , mj ,1  при  cxa  .        (3) 

Точка c  для системы (2) является левой, а для системы (3) правой граничной сингулярной 

точкой. К этим системам применяя операции, использованные в работах [2, 7 - 11] получим 
доказательство следующего утверждения: 

Теорема 1. Пусть для системы (1) имеют место условия: 

1) функции )(xp j , )(xp j
 , )(xrjk , )(xf j , mkj ,1,   непрерывны на Г  за исключением быть 

может точки c . В точке c  эти функции могут иметь разрыв первого рода и, в таком случае их 

значение в точке c , при рассмотрении уравнений (2) и (3), соответственно доопределяемы по 

непрерывности, а также 0)0( cp j , 0)0( cp j ; 
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2) уравнение системы с номером s  считается основным. Для коэффициента )(xps  этого 

уравнения выполняются неравенства 1)0( cps , 

1)0( cps ; 

3) функции )()()()()()( 2,1

, xpxpxpcxxrxR sssjjcjs 
, )(jkr , jk  и )(xjs


 , 

)]()([2)( xpxpx jsjs   стремятся к нулю в соответствии с асимптотическим равенством: 
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резольвенты, соответственно следующих систем интегральных уравнений Вольтерра второго 
рода со слабой особенностью: 
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jkc , mj ,1 , 1,0k - произвольные постоянные.

  Следствие 1. Пусть в системе уравнений (1) вместо условий 1)0( cps , 1)0( cps  

выполняется одно из следующих условий: 

а) 1)0( cps , 1)0( cps , а функция )(xf j  
стремиться к нулю при 0 cx  и имеет 

асимптотическое поведение  
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, )0(1  cpsjs , mj ,1 ;                   (5) 

б) 1)0( cps , 1)0( cps , а функция )(xf j  стремиться к нулю при 0 cx  и 

удовлетворяет асимптотическому равенству  
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, )0(1  cpsjs , mj ,1 ;                    (6) 

в) 1)0( cps , 1)0( cps , а функция )(xf j  при 0 cx  стремиться к нулю и 

подчиняется соответственно асимптотическому равенству (5) и (6).  
Тогда заключение теоремы 1 остается неизменным. 
Следствие 2. Из интегрального представления (4) общего решения системы (1), вытекает, что в 

определении поведения решений в окрестности точки  занимает существенную роль знак чисел 

)0( cps  
и )0( cps . При 0 cx  все решения системы (1) стремятся к бесконечности, если 

0)0( cps ; к нулю, если 0)0( cps .  При 0 cx  все решения системы (1) стремятся к 

нулю, если 0)0( cps ; к бесконечности, если 0)0( cps . Решения системы (1) подчиняются 

следующим асимптотическим равенствам: при 0 cx  ])[()(
)0( 


cp

j
scxOxy

 
в случае 

0)0( cps ; ])[()(
)0( 


cp

j
scxoxy

 
в случае 0)0( cps . При 0 cx   

])[()(
)0( 


cp

j
sxcoxy  в случае 0)0( cps ; ])[()(

)0( 


cp

j
sxcOxy

 
в случае 

0)0( cps . 

Следствие 3. Из формулы (4) и соответствующих систем интегральных уравнений следует, что 
решения системы (1), представляемые формулой (4) обладают свойством, выражаемым следующими 
равенствами 






 jqcxj

q

cp

cp
cxyBcx

s

s

0

1

,

)0(
)]()[( , 






 jq

q

cxj

q

cp

cp
cxyBxc

s

s )1()]()[( 0

1

,

)0(
,  

(7) 

mj ,1 , 1,0q , y
cx

xp
yyB s

cps 


)(1

, , yyB cps


01

, . 

Интегральное представление (4) и его формулы обращения (7) позволяют исследовать задачи 
типов Коши и линейного сопряжения с условиями в точке c . 

Задача 1. Требуется выделить решение системы (1) из класса )(2

cГC , подчиняющееся 

следующим условиям: 

c
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




 jqcxj

q

cp

cp
yxyBcx

s

s

0

1

,

)0(
)]()[( , 






 jqcxj

q

cp

cp
yxyBxc

s

s

0

1

,

)0(
)]()[( ,       (8) 

jqcxj

q

cp

cp

cxj

q

cp

cp
yxyBxcxyBcx

s

s

s

s  







0

1

,

)0(

0

1

,

)0(
)]()[()]()[( ,              (9) 

mj ,1 , 1,0q , где 


jqy , jqy  - заданные вещественные числа. 

Для нахождения решения этой задачи формулу (4) общего решения системы подставим в 

условия задачи. Тогда на основании равенств (7) для определения произвольных постоянных 


jqc  

имеем следующие равенства: 
  jqjq yc , 

  jq

q

jq yc )1(  при требовании выполнения условий (8); 

jqjq yc 
, jq

q

jq yc )1(
 при требовании выполнения условий (9), mj ,1 , 1,0q .  

Найденные значения произвольных постоянных подставляя в формулу (4), приходим к 
следующему заключению:  

Теорема 2. Пусть выполняются все условия теоремы 1. Тогда задача 1 имеет единственное 
решение. Решение, подчиняющееся условиям (8) дается формулой  
















,],,...,,,),(),(),[(

,],,...,,),(),(),[(
)(

011011

,1

,

011011

,1

,

cxaприyyyyfrpQ

bxcприyyyyfrpQ
xy

mmcj

mmсj

j mj ,1 , 

а условиям (9) формулой 
















,],,...,,),(),(),[(

,],,...,,),(),(),[(
)(

011011

,1

,

011011

,1

,

cxaприyyyyfrpQ

bxcприyyyyfrpQ
xy

mmcj

mmсj

j mj ,1 . 

Задача 2. Требуется выделить решение системы (1) из класса )(2

cГC , подчиняющееся 

следующим условиям сопряжения: 

i

m

j q

cxj

q

cp

cpq

jmi

m

j q

cxj

q

cp

cpq

ij dxyBxcbxyBcxb
s

s

s

s  
 







 





1

1

0

0

1

,

)0(,

)(

1

1

0

0

1

,

)0(, )]()[()]()[( ,    (10) 

mi 4,1 , где 
,q

ijb ,




,

)(

q

jmib - вещественные числа. 

Справедливо следующее утверждение: 
Теорема 3. Пусть выполняются все условия теоремы 1, а также детерминант 
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не равно нулю.   
Тогда задача  2 имеет единственное решение, которое выражается формулой  



















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
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)(

011011,1

,

011011,1

,

cxaприfrpQ

bxcприfrpQ

xy

mm

cj

mm

сj

j
mj ,1 ,     (11) 

где детерминанты
 jq  и 

 jq  получаются из детерминанта   заменой  

соответственно столбца, содержащего элементы 
,q

ijb  и  


 ,

)()1( q

jmi

q b , mi 4,1 , столбцом 

правой части системы (10).
 

Действительно, при указанных условиях, подчиняя интегральное представление (4) условиям 

(10), далее учитывая свойства (7) представления, получим следующую систему 
алгебраических 

уравнений относительно произвольных постоянных
 



jqc :
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q

jmi

q
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Эта система имеет единственное решение, которое дается формулой 








 jq

jqc ,  







 jqq

jqc )1( , mj ,1 , 1,0q . 

Подставляя значение постоянных 


jqc  из последних равенств в формулу (4), получим формулу 

(11).    
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