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В данной работе рассматривается система дифференциальных уравнений с частными 

производными вида 

{
           

                 
 (*) 

и еѐ обобщение 

{
               

                      
 (**) 

в полупространстве   
                          . 

Установлено, что компонента s решения системы (*) удовлетворяет волновому уравнению, а 
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векторная компонента U является решением системы Пуассона. Далее, для системы (*) получена 
формула представления решений. Для систем (*) и (**) решены начальные задачи. 

 
Калимаҳои калидӣ: системаи муодилаҳои навъи таркибӣ (ғайриклассикӣ), вектор-функсия, 

муайянкунандаи характеристикӣ, фазои Швартс, табдилоти Фурйе, муодилаи мавҷ, системаи 
муодилаҳои Пуассон. 

Дар мақолаи мазкур системаи муодилаҳои дифференсиалӣ бо ҳосилаҳои хусусии намуди 

{
           

                 
 (*) 

ва умумиятѐфтаи он 

{
               

                      
 (**) 

дар нимфазои   
                           дида баромада мешавад. 

Нишон дода шудааст, ки компонентаи s – и ҳалли системаи (*) муодилаи мавҷро қонеъ гардонида, 
компонентаи вектории U ҳалли системаи Пуассон ба шумор меравад. Минбаъд, барои системаи (*) 
формулаи тасвири ҳалҳо ѐфта шуда барои ин системаҳо масъала бо шарти аввала ҳал карда мешавад. 

 
Key words: systems of equations of composite (nonclassical) type, vector function, characteristic form, 

Schwarz space, Fourier transform, wave equation, system of Poisson equations. 
 
In this paper, we consider a system of partial differential equations of the form 

{
           

                 
 (*) 

and its generalizations 

{
               

                      
 (**) 

in the half-space It is proved that the component s of the solution to the system (*) satisfies the wave 
equation, and the vector component U is a solution to the Poisson system. Further, for the system (*) solutions 
representations are constructed. Initial problems are solved for both systems. 

 
 

Системы уравнений с частными производными составного (неклассического) типа были 
предметом исследований многих учѐных. Теория таких систем построена в научных трудах А. 
Джураева, М.С. Салахитдинова, Дж.Х. Сафарова, П.Е. Берхина, их учеников и последователей 
(см., например, [1 ‟ 6]). Представляется важным изучение вырождающихся систем составного 
типа и краевых задач для них. Ряд таких систем рассмотрены в работах [7, 8]. 

В настоящей статье мы будем рассматривать систему дифференциальных уравнений с 
частными производными вида 

{
           

                 
 (1) 

и некоторые еѐ обобщения в полупространстве   
                          ,  

                  искомая вектор-функция. 
Всюду в дальнейшем операторы                    берутся по пространственной 

переменной  . 
Легко подсчитать, что характеристическая форма системы (1) имеет вид 

                  | |      | |    
где | |    

    
    

    поэтому система (1) является неклассической. 
Введѐм обозначения: 

    ̅ 
    класс функций (вектор-функций)         имеющих непрерывные в   ̅ 

  
  ⋃       частные производные первого порядка по всем переменным; 

     
    класс функций (вектор-функций)         имеющих непрерывные в   

  частные 
производные второго порядка по всем переменным; 

           пространство умеренно растущих распределений в     (пространство  
Шварца); 

         - преобразование Фурье вектор-функции        по переменной    
Справедливо следующее утверждение о связи между решениями системы (1) из класса 

       
       ̅ 

   и решениями волнового уравнения и системы уравнений Пуассона. 
  



НОМАИ ДОНИШГОҲ•УЧЁНЫЕ ЗАПИСКИ•SCIENTIFIC NOTES•№2 (57) 2021 
 

10 

Теорема 1. Пусть вектор-функция       является решением системы (1) из класса  . Тогда 

компонента    будет  решением волнового уравнения 

          (2) 

а векторная компонента     решением системы уравнений Пуассона 

                  (3) 

Доказательство. К первому уравнению системы (1) применим операцию     , а ко второму 

‟ операцию    : 

                
                               

Отсюда в силу того что 
                                           

имеем 

              
             

т.е.          и     удовлетворяет уравнению (2). 

Теперь к второму уравнению системы (1) применим операцию    : 
                               (4) 

Так как 
                                                 

то равенство (4) примет вид 
                     (5) 

Далее к второму уравнению системы (1) применим операцию     : 
                      (6) 

Сложив равенства (5) и (6), получим 
                    

т.е.   удовлетворяет системе (3). 
Теорема 1 доказана. 
Замечание 1. Система уравнений (2), (3) являются следствием системы (1). Кажется, что 

можно поставить начально-краевые задачи для системы (1) и решить их для системы (2), (3). Но 
обратный ход не очевиден. 

Поэтому, в дальнейшем будем использовать следующую теорему. 
Теорема 2. Все решения системы (1) из класса   представляются в виде 

                (7) 

                            (8) 

где        – произвольное решение волнового уравнения (2), а         произвольное решение 
системы 

{
           

        
 

(9) 
(10) 

Доказательство. Пусть       ‟ решение системы (1) из класса  . Покажем, что существуют 

решение        уравнения (2) и решение        системы (9), (10), такие что представления (7), 
(8) являются верными. 

Положим 

        ∫             

 

 

  (11) 

где       ‟ какое-нибудь  решение уравнения 

            (12) 
Тогда 

      (13) 

Проверим, что   удовлетворяет уравнению (2). Согласно теореме 1 и соотношений (11) ‟ 
(13), имеем 

          ∫       

 

 

 ∫                     

 

 

  

Отсюда 
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Полагая            проверим, что вектор-функция   удовлетворяет системе (9), (10). 
Учитывая первое уравнение системы (1) и соотношение (13), имеем 

                                         
т.е.     удовлетворяет уравнению (10). 
Далее находим 

                                        

                    
т.е.     удовлетворяет системе (9); здесь мы использовали равенство (13), второе уравнение 

системы (1) и соотношение           . 

Обратно, теперь покажем, что пара       из класса  , определенная формулами (7), (8) с 

соответствующими            удовлетворяет системе (1). 
Так как           , то из (7) имеем 

                         
т.е. первое уравнение системы (1) удовлетворяется. 
Далее будем иметь 

                                      

                             
т.е. второе уравнение системы (1) тоже удовлетворяется. 
Теорема 2 доказана. 
Замечание 2. Система уравнений (9), (10) является переопределѐнной и совместной. Система 

(9) рассмотрена в работе П.Е. Берхина [5]. 
Для системы (1) рассмотрим следующую задачу. 
Задача I. Найти решение       системы (1) из класса  , принадлежащее при каждом     

пространству    и удовлетворяющее начальным условиям: 

              (14) 

               (15) 

              (16) 
В ходе построения решения этой задачи мы будем накладывать условия на начальные 

функции         , позволяющие определить о общенное или классическое решение задачи I. 
Для волнового уравнения (2) взяв начальные условия в виде 

                   
                      

где 

      
 

  
∫

     

|   |
  

  

                          

находим однозначно решение       . Отметим, что выбор начальных условий для        
связан с соотношениями вида (7) и (12). 

Теперь будем определять вектор-функцию       , т.е. решение системы (9), (10), 

принадлежащее пространству    при каждом    . 

В системе (9) совершим преобразование Фурье по переменной  . Пусть                , 
тогда имеем 

            (17) 
где 

      [

      
      
      

]  

Собственные значения матрицы      при     равны: 

         | |    | |  
Этим собственным значениям соответствуют собственные векторы: 

                  | |           | |    
    

        ̅  
Решения системы (17), принадлежащие    при каждом     имеют вид 

                     
 | |     (18) 

где       ‟ скалярные обобщѐнные функции из    . 

Уравнение (10) в пространстве    эквивалентно уравнению 

                     (19) 
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где    ‟ компоненты вектор-функции   . Из (18) и (19) следует, что 

  [                        | |  
 | | ]   

   [                       | |  
 | | ]   

   [                
    

    | | ]     
Отсюда легко получить: 

     | |
     

т.е.           ‟ дельта функция Дирака. Тогда 

                   
 | |   . 

Но,              и следовательно, 

             
 | |   . 

Используя начальное условие (16), находим 
                                          . 
Поэтому, 

                           | |   
Отсюда 

          {                    | | }                       (20) 

Найдѐм преобразование Фурье функции   | | . Следуя [9], стр. 115, имеем 

 [  | | ]  
       

√| |
∫      

 
   

 

  | |    



 

 

где    | |,    
 

 ‟ функция Бесселя, причѐм (см. [10], стр. 164), 

  
 

    √
 

  
      

Поэтому, 

 [  | | ]  
  

| |
∫            | |    

  

| |

  | |

    | |   
 

   

    | |   
 



 

 

здесь мы использовали значение интеграла из [10], стр. 205. Следовательно, 

   [
   

    | |   
]    | |  

и с учѐтом равенства                           из выражения (20) имеем 

       
 

  
                        

 

    | |   
   

или в силу свойств преобразования Фурье 

       
 

  
   {                 

 

    | |   
]   

 
 

  
               

 

    | |   
  

здесь   - операция свѐртки. Поэтому 

       
 

  
∫

               

    |   |   
  

                                         

Итак, решение системы (9), (10) однозначно определяется формулой (21). 
Таким образом, решение задачи I определяется однозначно формулами 

                (22) 

                    
 

  
∫

               

    |   |   
  

    (23) 

где        ‟ решение волнового уравнения (2) с начальными условиями                     ‟ 

определяется формулой        . 
Замечание 3. Как видно из построения решения задачи I, если функции             и 

вектор-функция       гладкие и такие, что интегралы в формулах         и (23) вместе с их 
производными являются абсолютно и равномерно сходящимися, то формулы (22), (23) 



НОМАИ ДОНИШГОҲ•УЧЁНЫЕ ЗАПИСКИ•SCIENTIFIC NOTES•№2 (57) 2021 
 

13 

определяют классическое решение задачи I, а вообще они дают обобщѐнное решение задачи. 
Теперь рассмотрим более общую систему 

{
               

                      
 

(24) 

где       такая непрерывная на          функция, что               при    , 

интеграл  ∫
  

    

 

 
  сходится, а интеграл  ∫

  

    

 

 
  расходится. 

Характеристическая форма системы (24) имеет вид 

                    | |        | |    
поэтому эта система является неклассической и на гиперплоскости     вырождается. 
В системе (24) произведѐм замену независимой переменной 

     ∫
  

    
        

 

 

 

Тогда для новой неизвестной вектор-функции        где 

                                       
        обратная к      функция, получим систему вида 

{
           

                 
 (25) 

с постоянными коэффициентами. 
Так как 

              
и 

        
 

     
    

                 
          

то естественно для системы (24) изучить следующую задачу. 
Задача Ia. Найти решение       системы (24) из класса  , принадлежащее при каждом 

    пространству    и удовлетворяющее условиям: 

              (26) 

   
    

                   (27) 

              (28) 

здесь           заданные функции из      
Для системы (25) условия (26) ‟ (28) перейдут в следующие условия 

              
               
              

т.е. для системы (25) мы получили задачу вида I. Решение такой задачи единственно и имеет 
вид 

                 

                    
 

  
∫

               

    |   |   
  

     

где        ‟ решение волнового уравнения (2) с начальными условиями (   ), (    ),      ‟ 

определяется формулой (     ). 
Таким образом, решение задачи Ia  единственно и даѐтся формулами 

                    

                       
    

  
∫

               

         |   |   
  

     

Для задачи Iа замечание 3 остаѐтся в силе. 
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