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В работе найдены точные значения n-поперечников для некоторых классов функций в теоремах 

теории приближения аналитических в единичном круге функций комплексными алгебраическими 
полиномами в пространстве Бергмана. 

 
Калимаҳои калидӣ: қатори Маклорен, доимиҳои аниқ, наздикшавии беҳтарин, полиномҳои 

комплексии алгебравӣ, қутрҳо, фазои банахи, фазои Бергман.  
 
Дар мақола қимати n-қутрҳои аниқ барои баъзе синфи функсияҳо дар теоремаҳои назарияи 

наздиккунии функсияҳои дар давраи воҳидӣ аналитикӣ ба воситаи бисѐрузваҳои алгебравии комплексӣ ва 
баъзе дар фазои Бергман  ѐфта шудааст.  

 
Key words: Maclaurin row, exact constants, best approximation, complex algebraic polynomials, cross-

sections, banach space, Bergman space. 
  
In this paper, we find the exact values of n-cross-sections for some classes of functions in the theorems of 

the approximation theory of analytic functions in the unit circle by complex algebraic polynomials in the Bergman 
space.. 

 
 

Теория приближения функций является одной из центральных ветвей математического 
анализа, занимающегося вопросами приближенного представления сложных функций с помощью 
более простых и удобных функций. Теория приближения в своѐм развитии прошла три этапа. Она 
берѐт своѐ начало с мемуаров великого русского математика П.Л.Чебышева, опубликованных в 50-
годы 19 века, где он доказал существования полинома, наименее уклоняющегося от заданной 
непрерывной функции. Основная задача первого этапа -приближение конкретных функций при 
помощи тригонометрических и алгебраических многочленов.  

В 1885 году немецкий математик К. Вейерштрасс доказал теоремы, утверждающие, что 
произвольную непрерывную функцию можно приблизить с любой наперед заданной точностью 
алгебраическими или тригонометрическими полиномами. С появлением теорем К.Вейерштрасса 
возникла общая проблема: как по структурным свойствам функции узнать, с какой скоростью 
функция приближается полиномами. Изучая эту проблему, Д.Джексон и С.Н.Бернштейн  установили, 
что определенная гладкость функций обеспечивает соответствующий порядок убывания наилучших 
приближений, и наоборот. Основная тематика второго этапа -приближение классов функций 
заданной гладкости алгебраическими и тригонометрическими полиномами.  
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Третий этап теории приближения функций связан с именем А.Н. Колмогорова, который в 1936 
г. ввѐл в теорию приближений понятие поперечника множества, известного теперь как поперечник по 
Колмогорову. Отыскание точного значения колмогоровского поперечника связано с указанием 
наилучшего приближающегося подпространства заданной размерности - это подпространство, 
которое реализует поперечник по Колмогорову.  

Кроме поперечника Колмогорова, в теории приближений используется ряд других 
поперечников: Бернштейна, Гельфанда, линейный, проекционный, тригонометрический и 
информационный.  

В нахождение точного значения различных поперечников некоторые результаты 
окончательного характера получены в работах М.Ш.Шабозова и его учеников [1-8]. Полученные в 
данной работе результаты являются своеобразным развитием идей, изложенных в цитированных 
выше работах, то есть, изложены отыскание точных значений n-поперечников в теоремах теории 
приближения аналитических в единичном круге функций комплексными алгебраическими 
полиномами в пространстве Бергмана. 

Приведем нужные нам в дальнейшем определения и обозначения. 

Пусть 1}|<:|{:= zzU C  – единичный круг в комплексной плоскости C . )(UA  – множество 

аналитических в круге U  функций комплексного переменного  
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 Будем говорить, что функция )(Uf A  принадлежит пространству  
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Совокупность всех функций ),()( Uzf A  для которых имеет место ограничение (2), образует  

банахово пространство, которое называется пространством  Бергмана ,qB  )<(1  q  [9]. 

Мы в данной работе рассмотрим случай 2,=q  то есть когда 
2B  есть гильбертово пространство 

со скалярным произведением  
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 где d  – элемент площади. 
Очевидно, что, переходя к полярным координатам, норму (3) можно записать следующим 

образом  
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 Учитывая разложение в ряд Маклорена (1) и применяя равенство Парсеваля, из (4) получаем  
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Обозначим через nP  – множество комплексных алгебраических полиномов степени не более n :  
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определим величину наилучшего приближения функции 
2Bf   элементами множества 1nP  в 

метрике пространства 
2B . 
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В этой работе вычислим точные значения различных n-поперечников классов 

  
( )
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(    ) и   
( )

(    ) в пространстве     Для этих классов функций мы доказали 

следующие равенства [см. 2]  
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Эти равенства означали верхние грани наилучших совместных приближений на классах 

функций    
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Равенства (5)-(7) дают оценку сверху при вычислении n-поперечников. Напомним ряд 
определений и обозначений, которыми будем пользоваться в этой работе. Пусть S – единичный шар в 
пространстве   ;        -мерное подпространство;       подпространство коразмерности ; 

        линейный непрерывный оператор;          непрерывный оператор линейного 
проектирования;   выпуклое центрально–симметричное подмножество из   . Величины  
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Называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандовским, 

проекционным  -поперечниками множества   в пространстве   . Вышеперечисленные  -
поперечники монотонны по   и между ними в гильбертовом пространстве    выполняются 
соотношения [10, 11]:  
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Для получения оценки снизу всех вышеперечисленных n-поперечников, равных правой части 
равенства (9), в (n+1)-мерном подпространстве комплексных алгебраических полииномов степени 
   вида 

     *  ( )   ( )  ∑   
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 введем в рассмотрение шар 
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. Но тогда, согласно определению бернштейновского 

n-поперечника и соотношения (8), между n-поперечниками запишем оценку снизу 
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Требуемое равенство (9) получаем из сопоставления оценки сверху (10) и оценки снизу (12). 

Теорема 1 доказана. 
Теорема 2.  Для любых            и   (       имеют место равенства 
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 где    – любой из вышеперечисленных n-поперечников. 
 Теорема 3.  При любых                и   (    (   )- имеют место равенства 
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Приводим доказательство теоремы 3, поскольку теорема 2 доказывается аналогичным образом. 
 Доказательство теоремы 3.  Пользуясь соотношениями (9) и равенством (8), запишем оценку 

сверху n-поперечников: 
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 Для получения оценки снизу всех вышеперечисленных n-поперечников, равной 
выражению в правой части неравенств (15) в (n+1)-мерном подпространстве комплексных 
алгебраических полиномов степени  n вида (11), введём в рассмотрение шар 
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С  этой целью из равенства (14) получаем 
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Учитывая неравенство (17), из (16) имеем 
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 Последнее неравенство означает, что шар      принадлежит классу   
( )

(    )  
а потому пользуясь, определением n-поперечника Бернштейна, запишем оценку снизу 
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Из сравнения неравенств (15) и (18) вытекает требуемое равенство (14), чем и завершаем 
доказательство теоремы 3. 

Из теоремы 4 вытекает 
Следствие  1. В  условиях теоремы 3 при любых            справедливы 

равенства 

   (    
( )

(      )   )  
√   

       
 

        

 где   ( ) – любое из n-поперечников   ( )   ( )  
 ( )   ( ) è   ( )  
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