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В статье исследуется система линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго 

порядка общего вида с граничной сингулярной точкой. Определенное уравнение системы считается 
основным и ее изучение проводится в зависимости от свойств коэффициента при соответствующей 
неизвестной функции в этом уравнениии. Задача решения данной системы сведена к эквивалентной 
задаче решения системы интегральных уравнений Вольтерра второго рода со слабой особенностью. 
Общее решение системы выражено с помощью резольвент системы интегральных уравнений. 
Полученное представление применено для установления его формул обращения, изучения поведения 
решений в окрестности сингулярной точки, выяснения правильной постановки задачи Коши нового типа 
и нахождения ее решения. 

 
Вожаҳои калидӣ: системаи муодилаҳои дифференсиалии одӣ, нуқтаи сингулярӣ, системаи 

муодилаҳои интегралии Волтерр, ҳалли умумӣ, формулаҳои баргардонӣ, хосиятҳои ҳалҳо, масъалаи 
намуди Кошӣ. 
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Дар мақола системаи муодилаҳои дифференсиалии одии хаттии тартиби дуюми намуди умумӣ бо 
нуқтаи сарҳадии сингулярӣ тадқиқ карда мешавад. Муодилаи муайяни система асосӣ ҳисобида, омӯзиши 
он дар алоқамандӣ бо хосиятҳои коэффитсиенти назди функсияи номаълуми мувофиқи ин муодила 
гузаронида мешавад. Масъалаи ҳалли системаи додашуда ба масъалаи баробарқувваи ҳалли системаи 
муодилаҳои интегралии навъи дуюми Волтерр бо махсусияти суст оварда шудааст.Ҳалли умумии 
система бо ѐрии резолвентаҳои системаи муодилаҳои интегралӣ ифода карда шудааст. Тасвири ҳосил 
кардашуда дар муқаррар кардани формулаҳои баргардонии он, омӯзиши хосиятҳои ҳалҳо дар атрофи 
нуқтаи сингулярӣ, муайян кардани гузориши дурусти намуди нави масъалаи Кошӣ ва ѐфтани ҳалли он 
татбиқ гардидааст. 

 
Key words: system of ordinary differential equations, singular point, system of Volterra integral equations, 

general solution, inversion formulas, properties of solutions, Cauchy type problem. 
 
The article investigates a system of linear ordinary differential equations of the second order of a general 

form with a boundary singular point. A certain equation of the system is considered the main one and its study is 
carried out depending on the properties of the coefficient for the corresponding unknown function in this 
equation. The problem of solving this system is reduced to an equivalent problem of solving a system of Volterra 
integral equations of the second kind with a weak singularity. The general solution of the system is expressed 
using the resolvent system of integral equations. The obtained representation is used to establish its inversion 
formulas, study the behavior of solutions in the neighborhood of a singular point, the correct formulation and 
solving of the Cauchy problem of a new type. 

 
 
Пусть дана система уравнений 
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,  cΓΓx c \ , mj ,1  ,      (1) 

где ),( baΓ   ( ba  ) – промежуток числовой оси, c  - особая сингулярная точка, 

подчиняющая условию bca  , )(xp j , )(xrjk , )(xf j  
- известные, а )()( 2

cj ΓCxy 
 

- 

искомые функции. 
Отметим, что изучению общих линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 

первого и высшего порядков, а также систем уравнений первого и второго порядков c вырождением 
или с сингулярными и сверх сингулярными коэффициентами посвящен ряд исследований, например, 
[1-12]. Достаточно подробную библиографию по данному вопросу можно найти в монографиях 
[1,2,6]. В работах [2-5] системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений первого 
порядка исследованы при помощи соответствующих модельных систем с постоянными 
коэффициентами, причем общий случай сведен к изучению систем интегральных уравнений, в том 
числе систем уравнений Вольтерра со слабой особенностью, а также решены задачи типа Коши. 
Монография [6] посвящена изучению линейных обыкновенных  дифференциальных уравнений 
первого порядка и их систем с одной или многими сингулярными точками разного порядка. В этой 
работе разработан новый способ исследования уравнений и систем в зависимости от расположения 
особых точек. В монографии [7] изучены интегральные уравнения типа Вольтерра с сингулярными и 
сверхсингулярными ядрами, связанные с линейными обыкновенными дифференциальными 
уравнениями. В работе [8] для исследования модельной системы первого порядка применен метод 
обобщенных степенных рядов. Исследования [10,11]  посвящены изучению систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений второго порядка с сингулярной и сверхсингулярной точкой 
непосредственным сведением их к системе интегральных уравнений Вольтерра со слабой 
особенностью. В этих работах поставлены и решены новый тип задач Коши. В работах [9,12] 
исследованы линейные обыкновенные дифференциальные уравнения второго и третьего порядка с 
сингулярной и  сверхсингулярной точкой, поставлены и решены задачи типов Коши и линейного 
сопряжения. 

Целью настоящей работы явилось изучение системы (1) в случаях совпадения сингулярной 

точки c  с граничными точками промежутка Г . 

1. Случай ac  . В таком случае систему (1) можно записать в виде 
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Здесь уравнение с номером s , ms ,1  
считаем основным и проведем изучение системы (1) 

опираясь на свойства коэффициента )(xps  
этого уравнения и свойства ниже вводимых, связанных с 

ним функций. Данную систему после некоторых элементарных тождественных преобразований 
перепишем в следующем эквивалентном виде: 
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Если решение системы (1.1) из класса )(2 ГC  
существует, то на основании формулы (1.3) [9, 

с.25] оно, после некоторых преобразований, записывается в виде 
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(1.2) 
где 
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01, jj cc , mj ,1  - произвольные постоянные. 

Для справедливости проведенных вычислений  требуем, чтобы коэффициенты и правая часть 

уравнений системы (1.1) удовлетворяли условиям )()( 1 ΓCxp j  , 0)( ap j , )(xrjk ,

)()( ΓCxf j  , mkj ,1,  . 

Заметим, что функция )(,1

, xw aps


, в силу условия на )(xps  является непрерывной на отрезке Г  

и дифференцируемой на интервале Г . Аналогичными свойствами обладает функция 

],),(),([ 01

,1 

jjjsa ccxfxpT  при 1)( aps , в случае же 1)( aps  для существования этого интеграла 

потребуем, чтобы )(xf j  
в точке ax   обращалась в нуль и удовлетворяла асимптотическому 

равенству 

])[()(


 jsaxoxf j


, )(1 apsjs  , mj ,1   при 0 ax .      (1.3) 

Для существования интегралов в формуле (1.2), кроме этого, нужно требовать, чтобы функции 

)(,1

, xR ajs


 и )(jkr , jk   в точке ax   обращались в ноль и удовлетворяли, соответственно 

следующим асимптотическим равенствам: 
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 jkaxorjk


 , 1, 

jkjs  , jk  , mkj ,1,   при 0 ax   

(1.4) 

В системе (1.2) в интеграле содержащей )(jy
 

проведем операцию интегрирования по 

частям, и полученный результат представим в виде: 
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Пусть функция )(xjs




 
в точке ax   обращается в ноль и удовлетворяет условию 
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js  , sjmj  ,,1  при 0 ax .                (1.6) 

Тогда функция )(xjs  удовлетворяет асимптотическому равенству [11] 
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в силу чего в правой части равенства (1.5) двойная подстановка равняется нулю и  интеграл 
существует. Значение преобразованного интеграла из равенства (1.5) подставляем в систему 

(1.2), затем в полученном результате объединим подобные интегралы и имеем систему 
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В этой системе вводим новые неизвестные функции )(xj , связанные с искомыми функциями 

)(xy j  равенством 
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 , mj ,1 .                        (1.7) 

Тогда относительно функций )(xj  имеем следующую систему интегральных уравнений 

Вольтерра второго рода с ядрами, имеющими слабую особенность при 0 a  и непрерывной на 

Г  правой частью 
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Система уравнений (1.8) имеет единственное, непрерывное на Г  решение при любых системах 

значений произвольных постоянных 


01, jj cc , mj ,1 . Следовательно, можно утверждать, что если 

)(xy j , mj ,1  есть решение системы (1.1), то )(xj , mj ,1 , определяемая из равенства (1.7), 

будет удовлетворять системе интегральных уравнений Вольтерра второго рода (1.8) со слабой 
особенностью. 
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Можно доказать, что имеет место и обратное предложение. Действительно, пусть )(xj ,

mj ,1
 
есть решение системы (1.8). Тогда непосредственными вычислениями убеждаемся, что 

)()( 2 ΓCxj  , mj ,1  и  подчиняется системе дифференциальных уравнений вида 
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Из этого следует, что система функций )(xy j , mj ,1 , определяемая с помощью )(xj ,

mj ,1   равенством (1.7), подчиняется системе (1.1). 

Таким образом, справедливо утверждение. 

Теорема 1.1. Пусть в системе (1) ac  , )()( 1 ГCxp j  , 0)( ap j , )(xrjk , )()( ГCxf j 

, mkj ,1,  , 1)( aps . Функции )(,1

, xR ajs


 и )(jkr , jk  , )(xjs


 , mkj ,1,   в точке ax   

обращаются в ноль в соответствии с асимптотическим равенством (1.4) и (1.6). Если выполняется 

неравенство 1)( aps , то дополнительно функция )(xf j , ,mj 1  в точке ax   обращается в ноль и 

удовлетворяет условию (1.3). 
Тогда система дифференциальных уравнений  (1) равносильна системе интегральных 

уравнений Вольтерра второго рода (1.8) со слабой особенностью,  в том смысле, что каждому 

решению системы (1) из класса )(2 ΓC  соответствует одно решение системы (1.8) из того же класса 

и обратно. 
Выписывая решение системы (1.8) с помощью ее резольвент, и подставляя полученный 

результат в равенство из (1.7) приходим к следующему выводу: 
Теорема 1.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.1. Тогда общее решение системы уравнений 

(1) из класса )(2 ГC  выражается формулой 
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k

x

a

kkksaajk

jjjsaap

ap

j

ccccfrpQ

dccfpTxΓdccfpTxΓ

ccxfxpTxwaxxy

sjmjccccfrpQ

dccfpTxΓdccfpTxΓ

ccxfxpTxwaxxy

s

s

s

s





(1.9) 

где ),(,1

, xΓ ajk


, mkj ,1,   - является резольвентой системы  интегральных  уравнений 

Вольтерра второго рода (1.8) со слабой особенностью, а  )(),...,()( 1 xpxpp m ,

 )(),...,(),...,(),...,()( 1111 xrxrxrxrr mmmm ,  )(),...,()( 1 xfxff m . 

Следствие 1.1. На основании представления (1.9) можно заключить, что при 

0 ax  все решения системы (1) стремятся к бесконечности, если 0)( aps ; стремятся к 

нулю, если 0)( aps  и подчиняются следующему асимптотическому равенству соответственно: 

])[()(
)(ap

j
saxOxy


 , ])[()(

)(ap

j
saxoxy


 , mj ,1 . 
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Следствие 1.2. Непосредственные вычисления показывают, что для решений системы 
уравнений (1), выражаемых формулой (1.9), выполняются следующие равенства: 





  jqaxj

q

ap

ap
cxyBax

s

s

0

,1

,

)(
)]()[( , mj ,1 , 1,0q ,              (1.10) 

где y
ax

xp
yyB s

aps 
 )(,1

, , , yyB aps
 0,1

, . 

Используя представление (1.9) и его формулы обращения (1.10) можно ставить и исследовать  
следующую задачу типа Коши для системы уравнений (1): 

Задача 1.1. Пусть в системе уравнений (1) ac  . Требуется найти решение системы из класса 

)(2 ГC  по следующему условию в точке a : 





  jqaxj

q

ap

ap
yxyBax

s

s

0

,1

,

)(
)]()[( , mj ,1 , 1,0q ,             (1.11) 

где 


jqy  - заданные вещественные числа. 

Для решения этой задачи, считая выполненными условия теоремы 1.1, представление (1.9) 
подчиним условиям (1.11). Тогда, в силу свойства (1.10) приходим к следующим равенству для 

нахождения произвольных постоянных 


jqc : 
  jqjq yc , mj ,1 , 1,0q . Внося это значение 

произвольных постоянных в формулу (1.9), получим следующее заключение:
 

Теорема 1.3. Пусть выполнены условия теоремы 1.1. Тогда задача 1.1 имеет единственное 
решение, которое выражается формулой 

],,...,,),(),(),[()( 011011

,1

,

 mmajj yyyyfrpQxy , mj ,1  . 

2.Случай   bc  . В этом случае система (1) принимает вид 

2
1

2 )(

)(

)(

)()(2

xb

xf
y

xb

xr
y

xb

xp
у

j

k

m

k

jk

j

j

j








 


, mj ,1  .                (2.1) 

Выберем некоторую функцию )(xpl , ml ,1 , уравнение с номером l  считаем основным и 

данную систему преобразуем к виду 

2

,1

,

,1

,1

,
)(

)()()()()(

xb

yxxbyxRyxrxf

yL

jjljbjl

m

jk
k

kjkj

jbl















 , mj ,1 , 

где y
xb

xpxpxpxb
y

xb

xp
yyL llll

bl 2

2
,1

,
)(

)()()()()(2









, )]()([2)( xpxpx jljl  ,  

)()()()()()( 2,1

, xpxpxpxbxrxR llljjbjl 
. 

Если решение системы (2.1) из класса )(2 ГC
 
существует, то оно при помощи формулы (2.3) 

[9, с. 27] записывается в виде 

,,1,],),(),([)()](exp[))(()(

)()](exp[))(()(

)()](exp[)()()()](exp[)()(

01

,1,1

,

1)(

,1

,

2)(,1

,

,1

,

2)(

,1

,1

,

)(

mjccxfxpTdywbx

dywbRx

dywbrxxwxbxy

b

x

jjjlbjbp

bp

jl

b

x

jbp

bp

bjl

b

x

kbp

bp
m

jk
k

jkbp

bp

j

l

l

l

l

l

l

l

l

























 


















(2.2) 
где 


 

b

x

bp

bp

jjjjjjlb dwbfxcxbcccxfxpT
l

l  )](exp[))(()()(],),(),([ ,1

,

2)(

0101

,1
, 
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b

x

ll
bp dt

tb

tpbp
xw

l

)()(
)(,1

, , 


01 , jj cc
 
- произвольные постоянные. 

Для существования интегралов в системе (2.2) и справедливости дальнейших ее 
преобразований потребуем выполнения следующих условий: 

1) )()( 1 ΓCxp j  ,
 

0)( bp j , )(xrjk , )()( ΓCxf j  , mkj ,1, 
 
и 1)( bpl . Если же 

1)( bpl , то функция )(xf j  
в точке bx   обращается в ноль с асимптотическим поведением 

])[()(


 jlxboxf j


, )(1 bpljl  , mj ,1   при 0bx . 

2) функции )(,1

, xR bjl


 и )(jkr , jk  , mj ,1  в точке bx   обращаются в ноль и 

подчиняются, соответственно асимптотическим равенствам: 

])[()(,1

,



 jlxboxR bjl


, ])[()(



 jkxborjk


 , 1, 

jkjl   , jk  , mj ,1  при 0bx . 

3) функция )(xjl


 в точке bx   обращается в ноль и удовлетворяет условию 

])[()(





 jlxboxjl


, 0

jl  , mj ,1  при 0bx .                (2.3) 

Заметим, что при выполнении условия (2.3) функция )(xjl  удовлетворяет асимптотическому 

равенству 

])[()(
1

 jlxboxjl


, 0

jl , mj ,1  при 0bx . 

Далее, в системе (2.2) в интеграле содержащем )(jy
 
совершим интегрирование по частям, и 

полученный результат напишем в виде: 

  

b

x

jbp

bp

jl dywbx
l

l  )()](exp[))(()( ,1

,

1)(

 

   









b

x

jl

b

xjbp

bp

jl bxywbx
l

l )()()()()](exp[))(()(
0,1

,

1)( 


  

 dywbbp jbp

bp

jljll l

l )()](exp[)()()()(]1)([ ,1

,

2)( 











 .           (2.4) 

В силу условия (2.3)  в правой части равенства (2.4) двойная подстановка равняется нулю и  
интеграл существует. С учетом этого, значение преобразованного интеграла из равенства (2.4) 
вносим в систему (2.2), затем объединяя подобные интегралы, имеем систему 



.,1,],),(),([)()](exp[)(

)()()(]1)([)()()()(

)()](exp[))(()()](exp[)()(

01

,1,1

,

2)(

,1

,

,1

,1

,

2)(,1

,

)(

mjccxfxpTdywb

bpbRx

dywbrxxwxbxy

jjjlbjbp

bp

b

x

jljlljlbjl

m

lk
k

b

x

kbp

bp

jkbp

bp

j

l

l

l

l

l

l





















































 
Если ввести новые неизвестные функции )(xj , связанные с искомыми функциями )(xy j  по 

формуле

 

)()](exp[)()( ,1

,

)(
xxwxbxy jbp

bp

j l

l  , mj ,1 ,                        (2.5) 

то последняя система относительно функций )(xj  записывается в виде следующей системы 

интегральных уравнений Вольтерра второго рода: 
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],),(),([)(),()(),()( 01

,1,1

,

1

,1

,






   jjjlb

b

x

jbjj

m

jk
k

b

x

kbjkj ccxfxpTdxKdxKx 
, mj ,1 ,   

(2.6) 
где 

2,1

, ))(()(),(    brxxK jkbjk , jk  ,  ),(,1

, xK bjj  

 2,1

, )()()()(]1)([)()()()(  












  bbpbRx jljlljlbjl , mj ,1 . 

При выполнении условий выше приведенных в пунктах 1) – 3) в уравнениях системы (2.6) ядра 

имеют слабую особенность при 0b , а правая часть непрерывна на Г . Поэтому, система 

интегральных уравнений (2.6) для каждой совокупности значений произвольных постоянных 


01, jj cc , 

mj ,1
 
имеет единственное решение, непрерывное на отрезке Г . 

Таким образом, заключаем, что если )(xy j , mj ,1  есть решение системы (2.1), то )(xj ,

mj ,1 , определяемая из равенства (2.5) будет решением системы интегральных уравнений 

Вольтерра второго рода (2.6) со слабой особенностью. Справедливо и предложение обратное этому. 

Действительно, если )(xj , mj ,1
 
есть решение системы (2.6), то непосредственная проверка 

показывает, что )()( 2 ΓCxj  , mj ,1  и  удовлетворяет следующей системе дифференциальных 

уравнений: 

.,1,)](exp[))((

)(
)(

)()()(
)(

)(

)(
)(

)(
)(

,1

,

2)(

2

,1

,

,1
2

mjxwxbxf

x
xb

xxpxR
x

xb

xr
x

xb

x
x

bp

bp

j

j

jllbjl

k

m

jk
k

jk

j

jl

j

l

l 






















 

 

Тогда система функций )(xy j , mj ,1 , определяемая из равенства (2.5) будет решением 

системы (2.1). 
Таким образом, доказано утверждение. 

Теорема 2.1. Пусть в системе (1) bc   и для нее выполнены условия, сформулированные в 
выше приведенных пунктах 1) - 3). 

Тогда система дифференциальных уравнений  (1) равносильна системе интегральных 
уравнений Вольтерра второго рода (2.6) со слабой особенностью,  в том смысле, что каждому 

решению системы (1) из класса )(2 ΓC  соответствует одно решение системы (2.6) из того же класса 

и обратно. 
Из этой теоремы вытекает следующий результат: 
Теорема 2.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда общее решение системы уравнений 

(1) из класса )(2 ГC  выражается формулой 
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jjjlbbp
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(2.7) 

где ),(,1

, xΓ bjk


, mkj ,1,   - является резольвентой системы  интегральных  уравнений 

Вольтерра второго рода (2.6) со слабой особенностью. 

Следствие 2.1. Непосредственно из представления (2.7) следует, что при 0bx  все 

решения системы (1) стремятся к бесконечности, в случае 0)( bpl ; стремятся к нулю, в случае 

0)( bpl  и подчиняются следующему асимптотическому равенству соответственно: 

])[()(
)(bp

j
lxbOxy  , ])[()(

)(bp

j
lxboxy  , mj ,1 . 

Следствие 2.2. Все решения системы уравнений (1), представляемые формулой (2.7), 
удовлетворяют следующим равенствам: 






 jq

q

bxj

q

bp

bp
cxyBxb

l

l )1()]()[( 0

,1

,

)(
, mj ,1 , 1,0q ,               (2.8) 

где y
xb

xp
yyB l

bpl 
 )(,1

, , , yyB bpl
 0,1

, . 

Представление (2.7)  и его свойство (2.8) дают возможность ставить и исследовать  следующую 
задачу типа Коши для системы (1): 

Задача 2.1. Пусть в системе (1) bc  . Требуется найти решение системы уравнений (1) из 

класса )(2 ГC  по следующим условиям в точке bx  : 






 jqbxj

q

bp

bp
yxyBxb

l

l

0

,1

,

)(
)]()[( , mj ,1 , 1,0q , 

где 


jqy  - заданные числа. 

Поступая как в случае задачи 1.1, относительно задачи 2.1 имеем следующее утверждение: 
Теорема 2.3. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда задача 2.1 имеет единственное 

решение, которое выражается формулой 

],,...,,),(),(),[()( 011011

,1

,

  mmbjj yyyyfrpQxy , mj ,1  . 
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